VI. FUNKCE

I. POJEM FUNKCE A FUNKCE LINEARNI

1. Vyslovte definici funkce a definicntho oboru funkce. Zjistéte pak, zda
v nésledujicich pfedpisech jde o funkci:
a)y=x+1; b)y=xj {3 Oy =axa>0; d)y*+x* =25
y=2x—-9 Dy=|—8gy=2"—3x+5; h) y=a.¥,
kdel <a=5,b=2; i)y=—l_—+x3; i)y2=V;—2.
x

Do které mnoZiny oboru funkce z ulohy a), —j) patif &fslo 0?

2. Rozhodnéte, ktery z pfedpist znadi jedinou funkeci:
2 4 x pro x € (0,2)

— 2 (1,3) -
) fD={, _Thorec (-an; V@ =131 boxe(=30;
%2 proxe (—3,—-2)
2x pro x € (—2,1);

2x + 1 pro xe (—2,1)
x* pro x e (0,3) .

_,;_a proxe (—3,—2)

d) flx) = {
2x pro x € (0,2) ;

C)f(x)={

x3
&) f(x) = {'3‘ prox€(=3=2) f) f(x) =
2x pro x € (—2,1);
| 3. | Urcete defini¢nf ober funkee y = Ef__—_i_ .
EE— x]/2 —x — x?
Redeni
Tato funkce je definoviana pro viechny hodnoty proménné x -~ 0,
pro které jc vyraz pod odmocnitkem kladny. Proc¢? Plad tedy: 2 — x —
—x*>0, (x + 2) (1 — x) > 0, Tato nerovnost je splnéna pro —2 <
< x < 1. Nacrtnéte,

Zivér: Funkce y =
(—2,1), krom¢ nuly.

4. Urlete mnoZinu Hsel, na niZ jsou definoviny funkce:
aA)y==x; b)y=3x; c)y=3—x; d)y=a (aje &slo redlné);

23x _l__i je definovdna pro x z intervalu
xf2—x—x
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1 . - 1 _ _
)y =_; fly=)x; gy==; hyy=x45 )Hy=|s;

. l. _ '__"—. — 1
’)y_v_'x‘z’ KHy=)a2—1; Dy =

Urgete, kterfch hodnot nabyvé dani funkce pro viechny hodnoty pro-
ménné x z defini¢nfho oboru (obor funk&nich hodnot funkce).

Urlete defini¢n{ obor funkci:
. s ’ _ _
y=) by=x )y= dy=)5-2x; e y=

=l-—Vl—x2; fly = g)y=sz—4x_+?;.

—24+3x —x2
hyy=)s+2x+2; i)y=|x—dx+5; j)y =)6x — x* + 11).

. Uréete defini¢ni obor a obor funkénich hodnot funkce:

a)y=3-x%b)y=0Cx—2—4; )y = |x[; d)y =x — |x[;
*2x—3

1
e)y=|1—lxl; f)y=]/-1i;; B)Y = 53
i)y=l/x—l+2]/l—x+Vx2+l;

. x—2 !l —x 1
’)y_Vx+2+V1+x’ k)y—l/xz—3x+2+vm.

Jakou funkci Casu je driha t€lesa, které se pohybuje rovnomérné tak,
Ze za jednu vtefinu urazi drdhu a) 10cm, b) I m, c) a km?

Vyjidfete zivislost velikosti uhlu (ve stupnich), o ktery se oto&f a) velka,
b) mal4 hodinové ru¢icka na dobé ¢ (min),

Na trati dlouhé 5 km je celkové pievySeni 55 m. Vyjadfete vzorcem za-
vislost vy$ky mista na trati na jeho vzdilenosti od vychoziho bodu, je-li
stoupéni trad konstantni.

h)y =

I— 1+ 2x°

Pro pfevod teploty ¢ ze stupnice Celsiovy na teplotu ve stupnici Fahrenz
heitové platf vztah 1p = g- tc + 32. Jakou funkci teploty v Celsiové
stupnici je teplota zméfend ve stupnici Fahrenheitové?

PH sloZzeném trokovan{ zavisf kone¢n4 velikost vkladu a, na potu dro-



12.

13.

14.

15.

16.

*17.

*18.

19.

20.

21.

n
kovacich obdobf n a na procentové mife p vztahem a, = q, . (1 + —P—) ,

100
kde a, je velikost pocateéniho vkladu.
a) Jak4 je to funkce? b) Urcete g, jako funkci ostatnich velidin,

Cast louky tvaru pravouhlého trojihelnika, jehoZ velikosti odvésen
jsou a, b, ma byt zastavéna budovou s obdélnikovym pidorysem tak,
aby jeden roh méla ve vrcholu trojihelnika, protéj$f roh aby leZel na
pieponé daného trojihelnika. Jakou funkci jednoho rozméru budovy
bude druhy rozmér?

Do koule o daném poloméru r je vepsan rotalni vilec. Vyjadiete objem V
valce jako funkci jeho vySky v. Pro kterd v je V definovdno?

Do koule o poloméru r je vepsin rotacni kuZel. Vyjidrete jeho plast QO
jako funkci jeho strany s. Ve kterém intervalu proménné s je Q defino-
vano ?

Kouli o daném poloméru r je opsin rotacni kuzel. Polomér jeho pod-
stavy je x, jeho vyska v, objem V. a) Vyjadrete hodnoty v, V jako funkce
proménné x a rozhodnéte, pro ktera x jsou tyto funkce definoviny.
b) Vyjadfete V jako funkci v a provedte podrobnou diskusi.

Vyjadfete délku matematického kyvadla jako funkci jeho doby kmitu.

[Névod: T =2rn V% ]

Jakého tlaku b, vzduchu dosihneme v pneumatice, jejiz objem je V,
po n tazich hustilky objemu v?

[Navod: (V + 0) b=Vb;(V +20)b=Vby....(V+n.0)b=V.b,]

Jaka je zavislost tlaku b pod recipientem vyvévy, jehoz objem je R, na
poltu zdvihi pistu, pod nimZ se vytvoii v krajnf poloze objem V?
[Navod: Rb=R + V)b, Rby=(R + V)b, ... .]

Zpaméti:

Ve kterém kvadrantu leZf obraz bodi, jejichZ soufadnice jsou:

a) (a,2); b) (a,b); ©) (—ab); d) (a,—b); e) (—a,—b), (a,b jsou libo-
volni dsla redlnd)?

V pravouhlé soustavé soufadnic jsou dany body: A = (2,3), B = (—2,3),
C=(2-3), D=(—-2,-3), E=(—-13), F=(-10), G=(20).
Které z téchto bodid jsou soumérné polozeny podle osy x,y, podle po-
Catku ?

Stanovte, jaky ttvar vyplni body, jejichZz soufadnice spliu)i podminky:
a)x=23y>_2; e)_1§x§2)y§_2;

b)y= —1,x = 3; f) 2y, x>2;
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)y=3,x<2; g0<x=<4y=0.

Dosx=1,0=y 2 Znizornéte.
Sestavte tabulku hodnot promé&nné x a sestrojte graf funkci:

1
a) y=x;y=3;y=%x;y= — 5 % x€(—1,5)

By=x+3y=x—-3;y=x+06;y=—x+2
(x je &slo celé, kladné men3f neZ 10);

2 1
c)y=2x—0,5;y=§x+4;y=3x—0,5;y=—2x+4.

Uvedte na tvar y = kx + ¢ a sestrojte graf funkci:

2) 2x+ 3y — 6 =0; &) x+2y=1;

b)3x —2y — 6 =0; e) 10x + 14y = 35;

c) 4x — 5y = 20; f) 14x — 12y = 21;
x€ (—5,10) .

Narysujte graf funkce, kter4 je uréena predpisem ceniku osobni dopravy
CSD do vzdélenosti 20 km.

Pro které hodnoty proménné x nabyvaji funkce z ilohy 23 hodnoty
nula? Co znamenajf tyto nulové hodnoty geometricky ?

Ze stanic A, B, vzdilenych od sebe 30 km, vyjizdéj{ soucasné proti sob&
dva autobusy, oba stejnou rovnomérnou rychlosti 45 km/h. V misté¢ C,
vzdileném od A 12km, maji oba autobusy 10minutovou zastivku,
Rozhodnéte podle grafu, kdy a kde se autobusy potkavajf.

Z obou konefnych stanic vyjfzdéjf trolejbusy v 10minutovych inter-
valech. Doba jizdy je 40 minut. Kolik trolejovych vozi potkid na trat
kazdy viz? Redte graficky. (Vozy nevyjizdéji z kone¢nych stanic sou-
casné.)

Pouzijte grafu pfedchozf tdlohy a zjistéte, kolik trolejovych vozi potki
chodec, ktery ujde celou trat za 2 hodiny, a kolik vozi jej predjede.

Znizornéte graficky néasledujici linedrni funkce. Viimnéte si, které ptimky

jsou rovnob&Zné, popfipade splyvaji. Protinaji se n&€které z nich na osich
soufadnic ? Které z téchto funkcf maji graf prochazejici po¢atkem ?

a) 2x 4+ 3y = 0; b)—;+%=0; ¢) x+ 1,5y =0;

d)%+y=4; e) 3x + 4y = 16; f) y —2x =3;
g 3y+ 8=2x; h) 3x = 12; 1) 3x = —12;



hy=gx—3% RKx—29=6  Dy—2x=6
m)x + 3 =0; ny—6=0.

*30. DokaZte, Ze funkce
a) F(x) = 6% vyhovuje rovnici F(x + 2) — 7F(x + 1) + 6F(x) = 0;
1

b) G(y) = (E)y vyhovuje rovnici 2G(y + 2) + 5G(y + 1) —3G(y) =T 0.

*31. Pro tlak nasycenych vodnich par plad empiricky vzorec p =a.
kde a, b, ¢ jsou kladné konstanty, T absolutn{ teplota. Vyjidfete T jako
funkci p.

| 32. | Sestrojte graf funkce
y=|x+1 —|x—1].
ReZeni

Tato funkce je lineirni nebo konstantn{ a je tedy definovina na mno-
#iné viech Cisel redlnych. Defini¢ni obor této funkce rozdélime tak, aby
platlo a)x+1>0,x—1>0; b)x+1=20,x—-1<0; ¢)x+
+1<0,x—1<0. V pfipad¢ a) je xe(l,00), v piipadé b) xe
e (—1,1), vpipadé c) x € (—oo,—1). Potompro a)platiy = [x + 1] —
—|lx—1 =x4+1—(x—1) =2 (nebot |a) =aproa >0).
bby=x+1—(—x+1) =

=x+14+x—1=2,

nebot |g| = —a proa < 0.
O y=—@E+)—(—s+ D=

=—x—14+x—1=-2,
Graf funkce y = |x + 1| —
— |x — 1] se skldd4 tedy ze t#
&asd (obr. 8):
a)y=2proxe(l,o0),
b)y=2xproxe (-1, 1),
c) y = —2pro xe€ (—oo, —1).

bc+1' ,

y=ix+1-Ix-1/

_3_.|_
33. Zobrazte priib&éh funkce b
a)y=|x—1]; Obr- 8
b)y=|2x—1;

AQy=3—2—x; d)y=2x+1 —3Jx—1j;
e)y=|x—=3—2x+ 1]+ 2x| —(x—1).

34. Zobrazte mnoZinu bodi A = (x,y), o jejichZ soufadnicich plati:
x—3 <1, |x+y =1, |x| +|y]=1. [Névod: UvaZte viechny
moZnosti: x "'"_}'% O,x‘l'y% 0) x-;"-'i ,:y% 0°]
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35. Uréete koeficienty linedrni funkce y = ax + b tak, aby:

a) prox =2byloy =3aprox=4byloy =7;
b) prox = —1byloy =1laprox =1byloy = 3;
¢) prox =0byloy =0aprox =3 byloy = 3;
d)prox = —1byloy=3aprox =0byloy =0;
e) sestrojte graf téchto funkcf a ode¢téte z ného funkéni hodnoty y pii-
sluiné hodnotim promé&nné x pro a) x = —2, b)x =15 ¢) x=
= —2,5 apod., udejte hodnoty proménné x pfisluiné funkinim hod-
notim, d)y =0, e)y = —1, flly = —1,5.

|3s | Sestrojte prusecikovy nomogram zavislosti dréhy na ¢ase pro rovno-

—~ mérmy pohyb. Rozméry nomogramu necht jsou 10 cm . 10 cm, obor
proménnych s € {0,140) m, ¢ € (0,10) s, ¢ € (0,14) m/s.

ReSeni

Z4avislost drahy na fase pro tento pohyb rovnomérny je vyjidiena
vztahem s = ¢. ¢, jestlie Cas zaCindme politat od okamZiku, kdy pohyb
zalal, tj. s = 0. Grafem té zdvislosti jsou pfimky prochézejici politkem,
Soutadnice druhého bodu grafu pro rizné hodnoty rychlosti ¢ jsou vy-
pocteny pro ¢ = 10 v tabulce:

c ol 1/ 2,3, 4|5 6|7 8 9| 10 1] 12 13\14
s 0{10|20|30{40|50]60|70|80|90| 100 | 110 | 120 | 130 | 140
Viz obr. 9. 140 = C 0 81 14
yAvAl
120 / / A 12
' s=ct 7V 4
L ’ c
100 // /// 10
90 A
/
80 - 8
o ; ) )
% V/// < f’// o
50 ///, // /'//
40 *._.___-/,44/74. —<= // _ =—"14
o /// 4///’—”X e
-~ —
20— 444 e = S —
|
Obr. 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9§ 10
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39.

40.

41.

42.

Mai-li obrizek rozméry 10cm. 10 cm, md stupnice pro proménnou
¢ délku 10 cm. Casovému intervalu 1 s odpovidi tedy tvse¢ka dlouha
1 cm. Svisld stupnice pro zivisle proménnou s mi rozsah od 0 do
140 metri. 140 m odpovida na nomogramu deseti centimetrim, jed-
nomu metru pak 0,07 cm. (Vy$ka grafu bude proto 9,8 cm a nikoliv

10 cm.)

Velikost drahy pro ¢ = 3,5s a rtizné rychlosti mizeme odecist na pri-
seéfku pfimky vedené bodem ¢ = 3,55 rovnobézné s osou soufadnic s
s prisluSnym grafem pro danou rychlost. Pro hodnoty rychlosti, které
nejsou vyrysovany, je tieba soufadnice prasedfku pfimky z = 3,5s
s grafem odhadnout. V nasem pfipadé prot = 3,5sac=4,5m.s!je
draha 15,75 m, pro t = 3,5s a ¢ = 1 m.s™! je draha s = 3,5m, pro
t=6s,c=7m.s!jes=42m atd. Takovéto obrazy zivislosti mezi
tfemi veli¢inami se nazyvajf pruseclkové nomogramy. Pro snazsi jejich
rysovani i spolehlivéj$i odcitani soufadnic prisecikii se uzZivd pfed-
usténych stupnic a grafickych papiri. Pro sestrojen{ dal$ich nomogramu
pouzijte milimetrového (grafického) papiru.

. Sestrojte tabulku hodnot obsahu a z ni prisecikovy nomogram pro obsah

obdélnika o rozmérech aq, b, pro a < 20 m, & < 50 m. Nomogram ma
mit rozméry 10cm . 5 cm.
Z nomogramu urcete pak: 25, 10; 37 . 8; 45. 11, atd.
[Navod: Vodorovna stupnice: 50d ... 10cm, 1d...2mm;
svisld stupnice
pro P: 10004 ... 10 cm, ld...loo mm,
a je parametr.]

. Sestavte tabulku hodnot pro objem valce a podle ni pak sestrojte pruseci-

kovy nomogram. (Volte rovhomérné déleni stupnic pro o, V a r uzijte
jako parametr.)

Sestrojte prisecikovy nomogram zavislosti fezné rychlosti ¥ na soustruhu
pro prumeér obrabéné soucastky d, pfi potu otocek vietena n za minutu,
Volte pro d € (0,200) milimetri, pro 0 < v < 50 m min~!, pfi¢emz » je
parametr a nabyva hodnot 80, 160, 300, 500, 800, 1 200, 1 600.

Sestrojte prusecikovy nomogram pro vypocet Castky m, kterd je rovna
? % z daného zdkladu z. (0 <p = 10, 0 < z < 5000.)

Urcete prisecikovy nomogram pro stanoveni hektolitrové (mérné) vahy
zrni a semen, je-li G € (200,300) kppro ¥V = 100 L. (Volte 1 cm.. . . 20 kp,
lem...51)

Definujte funkci prostou, rostouci, nerostouci, klesajici, neklesajici
v intervalu (a, b).
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|*43.| Je déna funkce y = % Urlete obor této funkce a dokaZte, Ze je to

funkce a) lich4, b) funkce klesajici.

Re¥eni
a) Je-li funkce y = f(x) lichd, plad pro ni f(—x) = —f(x). V na¥{ uloze
ma tedy platit: y = —ix = ——i— . To je jisté spravné pro vsechna x

defini¢nfho oboru. [x € (—co, 0) U (0, c0).]
Funkce y = —ch— je tedy funkce licha.

b) Funkce y = % je definovéna a) v intervalu (—oo, 0) U (0, co\.

Budeme proto pfi vySetfovani rozliSovat dva pfipady:
l. xe(—o0,0),
2. xe(0,00).
1. Je-li y = f(x) Klesajicf v intervalu (x,, x,), kde x, > x;, pak v celém

tomto intervalu musi byt f(x;) > f(x,). Pro nis tedy _xg > xl ,» pro
1 2

2 2
Xy > %, > 0. Protoz—>—vyplyvé

2.(x, —x,) >0, nebol! X, X, > 0 a nisobenim nerovnosti kladnym
Cislem se nerovnost neméni. Vysledek x, x, > 0 souhlasf s pfed-
pokladem. Také obracené z podminky x, > x; 1ze dospét k tvrzeni.

2. Necht je 0 > x, > x,. Potom je opét x,x, > 0 a nerovnost

xi > xi nisobena Cislem x,x, > 0 d4 zase 2(x, — x,) > 0, ). x, > x,
2

1
coZ je opét predpoklad. I zde plad véta obricend. DokaZte sami.
Zavér: Pro viechna x 7% 0 je dani funkce y = % klesajici.

44. Ktera z danych funkci je rostouci, kterd klesajici:

—2
a) y=2x+1; b) y = —2x; c)y =3; d)y=—;

X
e) y = 2|/x; fly=x—1; g y=—a%
h) y = 4. 10°. DokaZte, Nalrtnéte jejich graf,

45. Z grafu zjistéte, ve kterém intervalu jsou funkce z pfedeslé Glohy prosté.

*46. Ktera z funkci dlohy 44 je lich4, kterd sudi? Jakou vlastnost m4i graf
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funkce sudé a jakou funkce liché? [VSimnéte si grafu b) a g).]



47. Dokalte, Ze funkce a) y = —ax + b je pro a < 0 rostouci, pro a >0
klesajici v celém definitnim oboru.

b) y = J/1 — &2 je rostoud v intervalu (—1,0) a klesajicf v intervalu
(0, 1y.

*48, Rozdélte defini¢nf obor danych funkci na takové intervaly, v nichZ je
dan4i funkce rostouci, klesajici, nerostoucf ani neklesajict:
a)y=3—x; b)y=2% )y=4x2—9; d)y = —9 4+ 12x — 4x%;
C)J|’= lﬂ; Dly=xl—1; g)y=x+Ix+1; h)y=|x+ 1] —
—|x—1].

*49, Kterd z danych funkd je suda:
1 .
a) f(x) =25 b) f®) =3P +a%; o f@=|1+z+=—
— T =% F =% d)f(x) =sinx; e) f(x) = x — sinx; f)f(x) = cos x.

2. FUNKCE KVADRATICKA, LOMENA, INVERZNI

50. Na jednom obrézku, tj. v jedné pevné zvolené pravoihlé soustavé sou-
fadnic, sestrojte graf funkce:

Dy=o by=at Oy=2% Ay =34 ¢y=—s
f)y=_%"”; g)y = —2% h)y=—3s"

51. Sestrojte na jednom obrizku graf funkce:
a) y =x b)y==x24 2. Jak se Li¥f graf obou funkci? Pro kterou
hodnotu x mi funkce y = x* 4+ 2 nejmen3{ hodnotu? Pro kterd x je
hodnota této funkce rovna nule? Pro kterd x je tato funkce zdporna ?

52. a) Sestrojte na jednom obrizku graf funkce:
a)y=1,5x% B y=152—6; y)y=—15x2+4+6.
b) Urcete z grafu, pro které hodnoty proménné x je y rovno nule, jedné,
—1, 3.
c) Pro kterd x maji tyto funkce nejmensf hodnotu?

53. Z grafu funkd y =2x* + 3, y = —3x% — 2, y = —4x® + 3 najdéte
hodnoty x, pfipadné y, pro néz: a) y =2 (nebo —2); b) x = 1 (nebo
—1). Nalezené hodnoty ovéfte vypoltem.

54, Sestrojte graf funkce y = 0,5x%, a) Z n¢ho pak urcete funkénf hodnoty y:
x =0,5; x =2,5; x =3,5; x = —1,5; x = —3, Urlete hodnoty pro-
ménné xproy=1;y=3;y=35,y=—1;y = -2,

183



55. Z grafu funkce y = V; urCete hodnoty VIT_S, V2_, Vﬁ, V2_,§, V?, ]/ 3:5-

Srovnejte vysledky s hodnotami v tabulkach.

56. Natrtnte graf funkce y = ax? a z n¢ho pak (opét od ruky) graf funkce

y = ax® + ¢, kde a, ¢ jsou dand &isla redlnad. (Kladn4, zapoma nebo
nula.)
!

57. Co znamenaj{ geometricky nulové body kvadratické funkce ?
58. Nadlrtnéte graf funkce y = ax? a) pro a vé&tdi nez jedna; b) pro a meni{

nez jedna, ale kladnd; ¢) pro a rovno jedné; d) pro a zédporna.

59. Sestrojte graf funkce:

a) y=2x24+2, b)y = —x* — 3, c)y = ax? + ¢ (a, c jsou ¢isla redlni
téhoZ znameni) a ukaZte, Ze pro y = 0 kvadratické rovnice nemaji reilné
feSeni.

60. V kvadratické funkci y = x2 4 ax + b urlete koeficienty a, b tak, aby:

a)y=1prox =0, b) y=1prox = —1,
y=3prox =1; y=5prox=1;
c)y=2prox =0,
y=4prox =2.
61. V kvadratické funkci y = ax® + bx + ¢ urlete koeficienty a, b, ¢ tak, aby:
a)y=1prox =20, b)y=17prox =1,
=3prox =1, ¥y =39prox =2,
y=6prox =2; y=1lprox = -2,

| 82.| Sestrojte graf funkce y = x% — 5x + 2.

Redeni

Dané funkce je definovéna pro vSechna &sla reilni. Vyjadiime ji
v ekvivalentnim tvaru:
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dostaneme rovnici y' = x'%, Jeji graf je uZ znimy z tlohy 50 a 51. Je to
parabola s vrcholem v novém pocitku

M= (g, — %’-) a osou rovnobéznou s osou y. (Obr. 10)

Vysledek zobrazeni ovéfte grafem z tabulky hodnot pivodn{ funkce.

63. Co nejjednodudeji sestrojte graf funkce: a)y=x*+3x+1; b)y=
=x2—x—2; Q)y=x2—2x—-3; d)y=2x*—x+4+5; e y=
= —x2 4+ 2x —6; )y = —3x% 4+ 5x — 1. [Navod: Narysujte pfesné
graf funkce y = x® na milimetrovy papir, vystfihnéte a okopirujte na
tvrd$f papir. Funkce typu a), b), ¢), e) lze potom snadno narysovat. Ph
spravné orientaci stadi okopirovani.] Jak zjednoduslite dlohy typu d), f)

pro grafické zobrazenf ?

64. Do téhoZ obrazku sestrojte graf funkce y = ax® proa = 2, l, -2, — 1 .

2 2
Jaky vliv md znameni koeficientu této liché funkce na prubéh grafu té
funkce ?
65. Sestrojte graf funkce a) y=|x —2%); b)y= —|x2—2|; ¢y =
=x.|x|.

66. Sestrojte graf funkce a)y =x*pron=20,1,2,...,5;
b)y=x*"pron=0,1,2,...5.

|67.] Pletivo dlouhé 8 m mé ohradit obdélnikovy zihon, jehoZ jednu stranu
— tvofi zed. Jak by mél byt zdhon dlouhy, aby jeho obsah byl co nejvétsi?

Redeni
Obsah hledaného obdélnika oznaéme y, jeden rozmér obdélnika at je

x metrd, druhy je pak 8_2—_x metri. Potom pro obsah plat:

8 —x x? . .
y=x—-= 4x — 5 Tuto rovnici piepiSeme ve tvaru
1 . 1
Y= oG48 6y —8=— (x4

Jeji graf je parabola s vrcholem V' = (4, 8) a osou rovnobé&Znou s osou —y.
(PiesvédCte se o tom tabulkou hodnot.) Maximum dané funkce y =

= 4x — f; nastivi tedy pro x = 4 a m4 velikost 8. Druhy rozmér hleda-
ného obdélnika je 8 —4 m = 2 m. Zihon bude tedy dlouhy 4 m
a Siroky 2 m.

*68. Objem 1 cm?2 rtud pfi teploté ¢ °C (r = 0 °C) se d4 uréit podle vztahu
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70.

*71.

72.
73.

74.

75,

76.

78.
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V,=3.10"% .2 4 2,104. ¢ + 1. Jak vysoko musf vystoupit teplota,
aby se objem rtuti zvétsil na 1,001 cm3?

Do kuZele o poloméru podstavy r a vy3ky v vepiste vilec, Urcete objem
vilce jako funkci jeho vy3ky v;. Pro které hodnoty v, je tato funkce de-
finovéina ?

Ze viech pravouhlych trojuhelnikii daného obsahu urlete ten, jehoZ
délka pfepony je minimalni.
Danou tsetku a rozdélte na dv& &isti tak, aby soulet obsahd rovno-

strannych trojihelnikd sestrojenych nad ob&ma iseckami byl mini-
malnd.
Do rotalniho kuZele vepiSte rotacnf vilec, jehoZ plast je nejvéts.
Reite graficky: a) x2 — 7x + 10 = 0; b) x> — 3x — 4 = 0;
c) x* —5x —14=0; d)x>*—13x4+ 42 =0;
e) x> — 5x + 2 = 0. [N4vod: Danou rovnici 2 — 5x + 2 = 0 upravte
na x2 = 5x — 2. PoloZte y = x%, y = 5x — 2 a zobrazte ob& funkce.
Soufadnice prisecikii obou grafii vyhovujf dané rovnici. Pro¢?j
Re3te graficky: a) x2 —x — 42 =0; b) 4a2 — 4x — 15 = 0;
c)2x2 —3x+8=0; d) ~2x24+x —1=0;
e) —3x2+4+2x+1=0.

2
Pro které hodnoty proménné x je hodnota funkce y = % men${ neZ
hodnota funkce y = 2x? (Redte graficky.)
Podobné jako v iloze 73 fedte graficky: .
) *=8x—1); b)x®* —3x+1=0; c)x®> —4x — 1 =0;
dDxt—4x+1=0.
Relte i tak, Z¢ najdete soufadnice prisedfki grafi prisluiné funkce
$ OS0u X.

Reste graficky:
a) ¥+ 2x2 — 5x — 6 =0; c) ¥ —5x+4 3x + 9 =0;
b)x® —7x2—8x—12=0; d)x®—2512—45x+9=0.

[Navod: pro a) x(x* + 2x — 5) =6, y = x* 4+ 2x -- 5, xy = 6.]
Sestavte tabulku hodnot funkci a sestrojte graf funkci:

_lo _2- ..__.._2; — 3,5a

a)y_';a b)y—;, y= <’ d)y——-?,
1 2 a
e)y_Z’ f)y-—;, B)J’—;-

(a je dislo redlné. Rozlidujte a > 0, a << 0.)



79. Sestrojte graf funkce y = % . Z grafu pak urlete hodnoty y pro x =

1 F
= ——2—,x=2,3,x=—5.

80. Vzduch ve vilci m4 objem 4 dm® pfi tlaku 760 torr. Sestrojte tabulku
pro tlak jako funkci objemu tohoto vzduchu pfi stilé teploté. [Ze zdkona
Boyleova: Soulin objemu a tlaku plynu je pfi stdlé teploté konstantnf.)
a) Propoctéte tabulku pro 0,5 dm?, 1 dm3, 1,5 dm?, ..., 4 dm3.

b) Napiste vzorec. (Nepfim4 umérnost.)
c) Narysujte graf, v némZ 1 dm?® je vyjadfen uselkou 2 cm, 100 torr
useckou 1 cm.

81. Ctverec o obsahu 2,25 m? m4 byt pfemé&nén v obdélnik o stejném obsahu,
Vyjidiete jednu stranu obdélnfka jako funkci druhé a urdete oba roz-
méry, je-li jeden z nich vyjéddfen celistvym poctem metri,

82. Obdélnikova parcela o rozmérech ¢ =24m, b =15m mé byt vy-
ménéna za stavebni misto stejné vyméry (také obdélnikového tvaru), a to
s jednim rozmérem a) 5m, b) 30 m, c) 90 m. Urlete druhy rozmér,

Znizornéte graficky.

83. Pumpou cerpajicf 3,5 litru vody za vtefinu se vycCerpa stavebni jama
za 10 hodin. Jak dlouho bude vodu Cerpat pumpa, kterd vylerpa za
vtefinu 7 (10,5; 6; 25) litrd vody?

84. Ze dvou ozubenych do sebe zapadajicich kol m4 jedno 42, druhé 119 zubd.
Kolikrat se otod prvni, kdyZ druhé udéld 12 (30, 270) otoéek ?

85. Pfevodnik u jizdniho kola ma 28 (36) zubti. Pfevodové kolecko na zadnfm
kole ma 8 (10) zubl. Kolikrit se otodf zadni kolo, Sldipneme-li ob&éma
nohama 112krit (180krét)? Kolik metri tim ujedeme, ma-li zadni kolo
obvod 175 (190) cm?

86. Jedno rameno péky je 80 cm (q cm) dlouhé a je zatiZeno biemenem 20 kp
(Q kp). Jakou silou je moZno udrZet toto bfemeno v rovnovize, mé-li
rameno sily délku 10 cm (p cm, 20 cm, 50 cm, 800 cm, 120 cm, 400 cm)?

87. V uzavieném elektrickém obvodu se zdrojem, jehoZ vnitini odpor je
zanedbatelny, a s odporem 82 tefe proud 4,2 A. Jak se zmén{ proud,
zmensime-li odpor o 1Q? (Proud je nepfimo imé&rny odporu.)

| 88. | Sestrojte graf raciondlni lomené funkce y = ; : ; .

Re¥eni

Tato funkce je definovina na mnoZing x € (—oo, 2)U(2, co) a nabyvi
hodnot y € (—oo, 1)U(1, oo). Provedeme-li naznalené déleni, dostaneme:
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y—l=xl—2,kdcx;£2. Polozme y' =y — 1, x' = x — 2 a pak
danid funkce ma tvar y' = % . Jeil graf (jak plyne z tabulky hodnot)

je rovnoosd hyperbola s vétvemi v prvnim a tfetim kvadrantu. Jejf
asymptoty tvof osy soufadnic x’, y'. V plivodn{ soustavé soufadnic mé
tedy stfed hyperboly soufadnice 0’ = (2,1).

| 89. | Sestrojte graf funkce y = li t }I \

ReZenf

Definicnf obor této funkce jsou viechna ¢isla redlni kromé 1. Rozlidujeme
tedy dva pfipady: a) x > 1, potom |x — 1| =x —1; b) x <1, pak
|x — 1] = —(x — 1). Graf funkce v pffpad& a) je hyperbola rovnoos4,
jejiZ vétev leZ{ v prvnim a tfetim kvadrantu a stfed O’ = (1,1). V pH-
padé b), tj. pro x < 1, plad

_x+1 2 .2 . _
Y=TaoD 1+—x+l_ I —_—> meboliy +1=

— ;—E—l . Stfed této hyperboly je v bodé¢ O = (1, —1). Jejf graf
y’=—3 kde ' =x — 1,y =y + 1. Vétve této rovnoosé hyper-

xr 3
boly se stfedem O’ leZi ve druhém a &tvrtém kvadrantu.

Zévé€r: Graf celé funkce y = I;-—'_ :l se sklidd tedy ze dvou d&ést.

Jednu &ist tvoii vétev rovnoosé hyperboly v prvnim kvadrantu (pro
x > 1), druhou &ist vétev rovnoosé hyperboly ve druhém kvadrantu
se stfedem v bodé O = (1, —1).

90. Sestrojte graf funkce: a)y=;—_'}_—3; b)y=$; c)y=;i;;
T T T
91. Sestrojte graf funkce: a)y=§;:?; b)y=:::;; c)y=g’_—9:.
92, Sestrojte graf funkce: a)y=l—;_—|l_——l-|; b)y=|—;—£_il;

) y= % ; d)y=li;:—|-

93. Definujte inverzni funkci. Uréete inverzni funkci k funkci y = x% — 1.
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ReZeni

Defini¢ni obor dané funkce y = x2 — 1 jsou &fsla z intervalu (—oo0,00).
Pro vytvofen{ inverzni funkce musime viak tento interval ziZit tak, aby
v ném dand funkce byla prosta. Takovy interval pro na$i funkci je napf.
x€ (0,00). Pro x z tohoto intervalu nabyv4 pak funkce y = x* — 1
hodnot y € (—1, 00). Inverzni funkci k funkci dané vyjidiime takto:
1. Zaménime nezivisle proménnou x za zivisle proménnou y a také
yzax, tj.x=y —1
2. Tuto zévislost vyjadifme ve tvaru y = f(x), tj. pro na pifpad y =
=|/x + 1. Tato funkce inverznf vii&i funkci dané je definovina na
mnoZiné x € (—1, oo) a pro
viechna x tohoto defini¢niho
oboru nabyvid hodnoty y e (0,
3. Z tabulky hodnot sestrojime
graf pavodni i inverzni funkce.
Grafy obou funkci jsou zfejmé
soumérné podle osy prvniho a
tfedho kvadrantu. (To vyplyva
i z toho, Ze jsme zaménili pro-
ménné x a y.) Definiéni obor
puvodni funkce je proto tyZ
jako funkéni obor funkce in-
verzni a také obor funkénich
hodnot inverzni funkce je tyZz
jako defini¢ni obor funkce pu- obr. 11
vodni. (Obr. 11.)

94. K danym funkcim urdete funkce inverzni, najdéte jejich definiéni
a funkéni obor a nakreslete jejich grafy:

aA)y=2x+3; b)y=ax% c)y=2*—1; d)y=]/;,x_?_:0;
1 -
dy=—; Dy==+1 gy=J< 1.

3. OPAKOVANI

95. Do koule o daném polomé&ru r je vepsan rotaéni véilec. a) Vyjdiete jeho
objem V jako funkci jeho vy$ky x. Pro kterd x je objem V definovan?

b) Uréete mnoZinu &fsel, jichZ nabyva objem vélce pro viechna x z defi-
ni¢niho oboru.
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96. Vlak se rozji¥di pohybem rovmomé&rné zrychlenym podle vztahu s =
= ar® + bt + c. Uréete zdvislost drahy s na &ase 1, vite-li, Ze za 4 s urazf
drihu 50 m, za 10 s drdhu 305 m.

97. Ktery mnohodlen tfettho stupné mé pro x = —1, 0, 1, 2 hodnotu
y=9,2,1,12?[Névod: y = ax® + bx® + ¢x + d.]

98. Vlak vyjel ze stanice A a pohyboval se rovnomérné zrychlen&. Po 2 km
dosahl rychlosti 40 km/h. Touto rychlost jel pak rovnomé&rné.
Sestrojte graf drahy s jako funkci &asu r. (Sestavte pejprve piisluinou
funkci, UvaZte, kde bude vlak za dobu ¢ pfi rovhomérném pohybu.)
Ovéfte si vypoctem tdaje grafu téZ pro nékteré daldf hodnoty ¢. Napiiklad
prot=25h,t=4,5h,

98. Vyjadrete vzorcem funkee, jejichz grafy jsou na obr. 12.

y

Obr. 12

100, Nisledujic{ lineirni rovmice vyjidfete ve tvaru funkce y = kx + ¢,
sestrojte graf a ur&ete n&kolik dvojic x, ¥, které vyhovuji dané funkci:
a) 5x — 8y =4x — 9y + 3; c).1::+y_.1:—y_:|:—1
5 4 10

b)(x—3»5=Hx—y)+2;
101. Bronz se skldd4 z médi, zinku a olova. Na 17 dfli m&di pfipadé 1 dil
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102.

103.

104.

105.

lw.

107.

108.

109,

110.

111.

olova a dva dily zinku. Kolik kilogramt médi, zinku a olova je v 4 q
bronzu?

Pro které a bude graf funkce y = ax + 1 rovnobé&iny s grafem funkce

y = —2x + 3?

Kolo o priiméru d se otodilo na drize 60 metri n-krét. Vyjadfete zdvislost
poctu obrétek kola na jeho priméru a zobrazte to graficky.

Vodorovny trim urditého prifezu, na jednom konci upevnény, na druhém
konci zatiZeny, unese pfi délce 4 m na volném konci 200 kg. Unosnost je
nepiimo imérna délce trdimu. Jak by musel byt trim nejvyie dlouhy, aby
unesl a) 500 kg, b) 400 kg, c) 100 kg, d) 25 kg?

Uré&ete funkci vyjadfujici zévislost velikosti uhlu v obloukové mife na
velikost hlu x méfeného ve stupnich. Jak velky je uhel v mife stupnové,
je-li jeho velikost v mife obloukové rovna 1?

Dokazte, Z¢ maji{ nekone¢né mnoho feSeni soustavy rovnic:

a)x—y=>5, b)x+y=3, x=4—y,
3x = 15 + 3y; %+0,5y=1,5; y=4—1x.

Poletné i graficky.

DokaZte pocetné i graficky, Ze nemaji feleni rovnice:

a)x+y=1, b x—y=4, ¢) x+y=3
x ¥ _,. 2x — 2y =55 1T —2
vz =% Y="2

Sestavte tabulku hodnot a sestrojte graf funkce:

a)y=|x|—x by=—~[|x—-2; ogy=[|2x—1|+[x—2[—x.

Udejte interval, v némz je dana funkce rostouci nebo klesajici, popfipadé
konstantni.

Sestrojte prisecfkovy nomogram pro funkci z = x 4 y, kdyZ volite z

za parametr, (Napf. proz =0, 1,2,..., 10.)

Urlete pak zn¢ho hodnoty zpro: a) x =2, y =3;
b)x=17 y=2 5
c)x=48 y=263.

Podle pfedchozf tlohy sestrojte prisetikovy nomogram pro vjrpoéet
ndkladd na drobné opravy, je-li celkovy néklad na opravu din vyrazem
z = 2,24x 4+ 1,15y, kde x je cena maten.’du,y odména za prici se viemi

pﬁrézkaml Z tohoto nomogramu urcete pak cenu opravy pro
a) x =3,]J0 K& ay =2850K&; b)x=2,0Ké&ay=1480 K.

Zpaméti: Jak zni kvadratick4 funkce, jejiZ graf je parabola s osou v ose

Il
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~+y a vrcholem v politku? Jak znf rovnice této paraboly, je-li jeji vrchol
posunut: a) o 2 jednotky ve sméru osy y;
b) o tfi jednotky ve sméru osy —y;
c) o jednu jednotku ve sméru osy x, o {tyfi jednotky ve smé-
ru osy —x.
Jak bude znit rovnice paraboly v pipadé c), jestliZe osa paraboly je
rovnobéZni s osou —y?

112. Zpamét: Urgete: f(0), f(—x), f(x + 1), f(x) + 1, f(%) pro f(x) =

_l—x
T 14x

113. V podstfesi, jehoZ nirys méa tvar rovnoramenného trojihelnika o délce

zdkladny & a vyice velikosti v, se mi stavét obytnd mistnost ve tvaru
kvadru. Vyjidiete obsah &elné st€ny jako funkci proménné vy3ky mist-
nosti. Sestrojte graf té funkce.

114. Kterd kvadratickd funkce mé tu vlastnost, Ze f(1)=3, f(2) =1,

f (3) = 2? Sestrojte jeji graf.

115. Reite graficky:

a) x2 —4x+ 3 =0; b)x2 —x—2=0;
c)x*—2x—3=0.
116, a) x2 + x — 2 = 0; b) 4x% — 4x — 15 = 0;
c)2x*+x—6=0; d)2x2—5y—3=0.
117. Reste graficky:
a) 2x! —5x+ 2 =0; bx2+x—1=0;
c) 4x* —Tx4+3=0; dxy=10, x+y=17.
118. Urcete podetné i graficky extrémni hodnoty funkci:
a) y=2x2—4x + 5; b)y=—x2+3x—1;
0y =0,3x2— 0,9x + 8; dy=3x*—-8x+7.
119. Sestrojte graf funkce:
l —_—
)y=x+—; b) 2y = + /100 — x*;
c)y=j;x]/100—x?; d) y=;};V—x—2.

*120. Z plechové desky tvaru kruhu o poloméru velikost r je vyHznuta kruhova

vysel se stfedovym ihlem ¢ a svinuta do tvaru nalevky. Pii které veli-
kosti 1ihlu ¢ je objem nilevky nejvétsf?

*121. Obvod kruhové vysece je 100 m. Pii kterém poloméru je jeji obsah nej-
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122.

123.

124.

125.

*126.

*127.

*l%.

129.

Zdanlivy odpor oscilatnfho obvodu, v némz jsou spojeny v sérii civka
s indukénostf L a odporem R (i s pfivodnimi drity) s kondenzitorem
s kapacitou C, je din vyrazem:

T 2
Z = l/]‘?2 + (Lw (;w) , kde w = 2xf je uhlova frekvence oscilaci.

Urcete, jakou frekvenci musi mit oscilace, aby odpor oscilaénfho obvodu
byl nejmensi.

Které z téchto pfedpisi znamenaji tutéz funkei:
x
a) f(x) = x ag(x) =13

DB+x24+x41

b) f(x) = =g £ = x + 1
2x + 3 1

c)f(x)_zx2+x_3’ g(x)—x_l'

Lomené racionélnf funkce y = —:—f—i—s— ma tu vlastnost, Ze f, = 3,

f; = 1, f3 = 2. UrcCete ji a sestrojte jeji graf.

Sestrojte graf funkce: a)y=x_5' b)y = 2 —3

2%’ x—2°
3x — 1 X
Oy=o—5; Dy=5—7-

Pomér intenzity zifenf dopadajictho I, a zéfeni odrazeného I, pii kolmém

dopadu na rozhrani dvou prostfedi se oznatuje R = % . PH prihled-
1

nych prostfedich (vzduch, sklo) a pro relativni index lomu n plad

—1\2
R = (" ) . Sestrojte graf této funkce pro 1 < n < 3,

n+ 1

nt —1

Funkce y = o uruje zdvislost mezi indexem lomu n dané

latky a jejf tloustkou g, kteri je veli¢iné y pfimo imém4. Sestrojte pokud
moZno pfesné graf této funkce v intervalu 1 < n < 2,5.

2

b)y = — J2lx — |x — 2)).
Urdete hodnotu parametru p tak, aby funkce y = x* — 4|x — 1| — p
nabyvala hodnoty 1 pro tfi rizné hodnoty proménné x.

Sestrojte graf funkce a) y =
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*130. Urcete parametr p tak, aby funkce y = o f’f 2: i 5 byla definovi-

na pro viechna reidlni Cfsla x a aby nabyla své nejvé&t${ hodnoty pro
x = 2. DokaZte, Ze graf této funkce je soumérny podle stfedu S = (1,0).

*131. Ukaite, Ze graf funkce y = % (Il + V4 — x| + |1 — V4 —_ xz_l) v in-
tervalu —2 < x < 2 se sklada ze 2 vsedek a kruhového oblouku.

132. Urcete vertikdln{ osy soumérnosti grafi funkci:
1

1
N 2 . _— . —_— e
a)y=ax*+bx+c; by ol g
c)y=Va+x+Vb—x.
133. Urlete stfed soumé&rnosti graft funkci:a)y = ax + b;

ax + b l 1 1
b)y =  Oy=soyH o5t o5

134. Redte graficky:a)x® — 3x +2=0; b) »* + —j_l,—x—0,5=0;

) x*—10x+2=0; d) x’—%x—0,7=0;

)+ x?—4x—-6=0; f)x®*—6x>2+1lx—6=0,
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