X. POSLOUPNOSTI

1. POJEM POSLOUPNOSTI, POSLOUPNOST OHRANIZENA,
NULOVA, LIMITY POSLOUPNOSTI

1. Zobrazte na &selné ose prvni tfi &leny posloupnosti:
) (M2 —n); b {(l) + (—1)n+1} .

Uriete ¢len Sesty a scdmy'
2.V ¢p y dnic zot prvé Ctyfi Cleny posloupnosti :
12 —
9 { - "}; B) {n + (—"}.
Urcete &len desaty.
3. Piesvédite se, Ze prvych 3estnict &end posloupnosti {n* —n + 17}
woil prvotisla. Ukaite, Ze sedmnécty &len posloupnost neni prvodislo.
4. Presvédite se, Ze posloupnosti {22"~%} a {n*} maji prvé dva &eny
stejné. V jakém poméru jsou &tvrté &leny obou posloupnost ?
5. Presvédite se, Ze posloupnosti {3 —n} a {3" — n®} majf tfi prvé cleny
stejné. O kolik se Lisf ctvrté éleny obou posloupnost ?

8. § n-ty &len posloup

")le.’ﬁ;gls» ..... f)le;%,%, .....
b)é;%,%;%, ..... g)—%;%;__;.;%’
c)l;—;—,%;—i, ..... h)%;%;;;%; .....
053585155 245..... I PR

e l;—1;1;—1;.....
7. V posloupnosti {nx + y}jea, = 13,a, = 18.
Urcete &islaxa y.
8. V posloupnosti {n*x + ny + z}jea, = 15,a, = 26, a; = 41 .
Urcete &isla x, y, z.
5o ool LR | U c
9. Dokazte, Zep p { :_: 3 } jep p
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1 . ' .
10. Dokaite, Ze p { T l)} je p p Kklesajici.
11, Pro kter4 &fsla x je posloup {" "_: 1 } i, pro které klesajici ?
12. Pro ktera Zisla x je posloupnost (kx"} rostouci, pro kter4 klesajici, je-li &
libovolné realné &slo rizné od nul

13. Napilte prvych pét &enit posloupnosti dané rek
Gyyy = 20, — 3a,-, je-li a, = 0, a, = 1 a zobrazte je v soustavé pravo~

thlych soufadnic.
14. Napifte prvych Sest &end posl i dané rek fs
Apiy = Gy + gy — 2, je-li tzl = l, a, = 2 a zobrazte je na &selné ose.
15. Posloup je déna rek = a, — ap + d, pfi-
temia, =1, a, =5, a3 = 10. Utéete&slodaclenas
16. Posloup je déna rek nim Gy =%a,., pii¢em? hod-
. x4 2
notu ¢&lenu a, udava kofen rovnice GFIE=D " 242,
Napiste prvé étyﬁ jeif Cleny.
17. Posl ey = (n + 1a, — nap—y,

pnéemi hodnoty ¢&lend ay, a, ud4vaji kofeny rovnice

r+3 -2 _—5- Urdete hodnotu &isla a, za pfedpokladu, e g, < a,.

18. NapiSte prvnich p&t ¢leni posloupnosti dané rek i
sy = -G jestlize hodnotu &lenu a, udévé pkirozené &slo vyhovujict
3x—2 1—2x x + 1

nerovnosti 5 < 5— . Kolikazna¢ni je wloha?
ETHI 1 1 1
[19.] Urgete p p {”(" T l)}
1 . . .
Posloupnost {"("—‘Fl)} je ddna n-tym &lenem, ktery je funkci indexu

. . 1 1 1
n.)e;iﬂeny;sou:a,——é—,a, 6;a'=ﬁ;"’;
1 1
R R R I

a’i
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Abychom zjistili vztah mez &lenem a,,, a Clenem a,, této posloupnosti,
upravme @, ,, takto:

1 1 1 n 1
MM G I Dm+2 ntl nt2 am+D ntz
1 n n
S D) w2 T uyac

Rekurentni vzorec, ktery udévd vztah mez (lenem a,,, a lenem a,
. n

dané posloupnosti, mé tvar a, 4, = ) an .

Timto viak dané posloup neni jedt€ urlena. Je tieba znit

hod dnoho &lenu posloupnosti, nejlépe &lenu a,. V naSem piipad&

jea =

m|.—.‘

Podl . — _
Zivér: P p e ¥ 1)} je urlena nim Apiy =

a, a prvnim &enem posloupnosti @, =

+ 2

20, Uréete posloupnost {n(n + 1)} rekurentnim vzorcem a prvnim &lenem.

21, UrZete posloupnost {log x”}, x > 0 rekurentnim vzorcem a prvnim
Clenem.

22. Uréete rekurentné posloupnosti:
a) {n°); b) (37); O {2n + 1}; d) {—1}; e){ﬂ+ 1} f){n+ 1}
23. Posl je dina rek fs @nyy = 2 — a,, phitemZ

a = 0. Sledujte jednotlivé &leny této posloupnosti a urlete jeji n-ty
&en jako funkci indexu 7.

Posloup je déna rek f %+n=%(3ﬂ,.—am): phi-
&emz a, = 2, a, = 1. Urlete a, jako funkci indexu n.
ﬁ]e-hdﬁn kurentni vzorec posl i apyy =22, — -y, ;= 1,
Z,uréetea,‘)akofunkcumdexun
8. Yol )ty = 25 0 =3, Bt =22 a2,
urcete a, jako funkci indexu 7.
27. Vyhovuji-li &len; ki fmu vzorci g,y = 7. a,, vyho-

y P
vujf také vzorci @, = (n + l)a,, (n—1Daz.
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DokaZte. Ovéite si toto tvrzen také na &enech ay, a,, ag, je-lia, = a, = 1.
[Navod: Z prvntho vzorce plyne vztah a. = (n — 1)a,-,; utvofte
Gpyy — Gp.)

28. Vyhovuji-li &leny posl } {mu vzorci
pyy =+ Da, + (— l)"“ vyhovuji téZ vzorci
@p41 = n(a, + a,-1). Dokalte.
[Névod: Z prvniho vzorce plyne vztah @, = na,-, + (—1)*; utvoite

Gpy1 + Gp)
29, Posloup je déma Gn41 = @ — Gp—y. Dokaite, Ze &len
Gnyg = —Ap A Gpyg = Gp

[Névod: Z rekurentntho Vzorce urdete Qg0 @ Gy, a seltéte]
30. Ovifte si na dselné ose, Ze posloupnost &) {" - 1}’ B {n :— 1}
je ohrani¢ena.
[Poznimka: Posl {a,} je ohrani existuje-li kladné &islo K,
které spliuje nerovnost K > |a,,| pro viechny indexy 7.]

{31.] Jsou-li posloupnosti {a,}, {b,} ohranicent, je i posloupnost {a, + b}
— ohranicena. Dokaite to.

Refeni
Je-li posloupnost {a,} ohranitens, existuje kladné &islo K, které spliiuje
nerovnost K > |a,| pro viechny indexy n. Je-li posloupnost {b,} ohra-
niens, existuje kladné &slo H, které spliiuje nerovnost H > [b,| pro
viechny indexy 7.
Nerovnosti K > |a,l, H > [b,] jsou souhlasné, maji kladné &leny a mi-
Jeme je sedist.
Plad: K + H > |a,| + |b,| = |a, + b,| pro viechny indexy n.

Zaviér: Existuje tedy kladné &slo K + H > |a, -+ b,|, z &hoZ plyne,
Ze posloupnost {a, + b,} je ohranitena.

n +n+1}=

32. Oveite si na &selné ose, Ze posloupnost { Y -

2+ ————— ¢ je ohraniend.
n(n + 1)
33. Jsou-li posloupnosti {a,} a {b,} ohranitené, je i posloupnost {a, .b,}
ohranitend. DokaZte.
34. Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ens a ¢ libovolné &islo, je i posloupnost
{ca,} ohrani¢ena. Dokazte.
35. Jsou-li posl i {a,}, {b,} ohraniZené a ¢, d libovoln4 &sla, je i po-
sloupnost {ca,‘ + db,,} ohrani¢ena. Dokazte.
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1
36. Dokaite, Ze posloupnost a) {"%l + ”3: 1} b {3 " 5}

je ohrani¢ena.
1 . o

37. Kterd z posloupnosti {3n + 5}, {2 — 3n}, {2 — 3”} je ohranicena?
38. Dokazte, Ze posl {g"} je ohraniCena pro kaidé &slo g, o kterém

plativzahlg| = 1.

1, nﬁ B 1. : r3

39. Dokaite, e p p ln’+2n+l}'e 3
40. Jsou-li posloupnosti {a, }a {b, } nulové, jei posloupnost {a, + b, } nulova.

Dokaite.

41. Je-li posloupnost {a,} nulova a {b,} ohranién4, je posloupnost {a,b,}
nulova. Dokazte to. Je také posloupnost {ca,} nulova, kde ¢ je libovolné
&islo?

42. Dokaite, Ze jsou nulové posloupnosti:

o e ab w{Zzeth ofth o2 o o
(_l)uﬂl. 1+ (=11 2] . 1 }
f){ n ]’ S){ 7 }) h){—;}, l){—ﬁT]— 5

n {ﬁ

43. Od krerého ¢lenu pocinaje jsou viechny &leny posloupnosti

1
“){24-3"} b){ 1—2n
n+1
n

1?
1000

} mendi nez

mé limitu rovnou &islu 1.

44. Dokaite, Ze posloupnost {
45. Je-li lim a, = a, lim b, = b, dokaZte, Ze plati:
a) lim(a, + b,) =a + b3 b) lim (e, —b,) =a —b;
c) limapb, =ab; d) lim ca, = ca; ¢ je libovolné &slo;
o) lim & =3.6#0.
46. Urcete l.m-utu posloupnosn {ra, + sb,}, je-li lima, =a, limb, =b
ar, s jsou libovolna &is]
47, Uréete limitu posloupnosu {ay}, je-li lim a, =a# 0 a r &slo celé.

Tt . c)3n+8
| 48.| Uréete limitu posloupnosti { o } .
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Regeni
MiZeme postupovat takto:

A hm3"+s—hm(3n+6)+2

i 30D +2 _

n+2 n+2

n+2

. 1 _
(3+n+2) =lim3 4 2lm > =3+2.0=3.

mes Ot

hm(3+%) ].i.m3+8|im;l.—

8
n
2
l+;

49. Jakou limitu majf posloupnosti:

'){Zn+l}’ b){“’+i}’
o olkh
50. Uriete limitu posloupnosti

a) {( )} kde r je &slo celé;

h.m(l+%) liml+2lim;l'—

2n
9 {»‘—-0—1}

20+ 3 —1
g){3n'—2n+l}'

d {2"};

b) {“" +:} , jsowli a, b, ¢, d libovoln Hsla, phiem¥.c o 03

+
*c) ( +%) » n je Hslo pfirozené.

2. ARITMETICKE A GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI

51. Urdete prvych pét &end posloupnosti {1 + 3n}, {

atn

, 2+ bn)

a dokaZte, Ze jsou aritmetické. Stanovte jejich d:femnoe a rekurentni

vzorce,
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52. Napidte prvé Ctyfi eny posloupnosti {—i—l;—-—} b+ 0 a dokazte,
Ze je aritmetickd. Urlete jeji diferenci a rekurentni vzorec. Pro kterd

&sla b je tato posloupnost rostouct ?

lm}’ ¢ # 0 posloup-

nost rostouci, za kterych klesajici a kdy se stane posloupnosti, v niZ
viechny ¢leny jsou si rovny.

53. Urcete, za kterych podminek je posloupnost {a +

54. Sledujte posloupnost a;, = Tl, a, = n_;Z , @y = z ; 3

Jak velkd je jeji diference, n-ty &len a soucet prvych n-leni ?

55. Ukaite, Ze soudet prvych n-&lend posloupnosti {2n — 1} je S, =n2
Z toho plyne, Ze druhou mocninu kazdého pfirozeného ¢isla Ize nahradit
souétem lichych, po sobé jdoucich pfirozenych ¢&isel, z nichZ ne;men§1
je 1. Na zdkladé toho rozepiste Cisla 16, 49, 100. Cim je udin pocet sci-
tanci takového souctu?

56. O¢ je soucet prvych 100 pfirozenych &isel sudych vétsf neZ soutet prvych
100 ptirozenych &sel lichych?

57. Ktery ¢len posloupnosu phirozenych &isel se rovna souétu viech Clenti
predchazejicich

P n+n

58. Upravte vyraz: T 273+ 5a°

59. Urlete soucet viech djem ruznych pfir ych &sel vyhovujicich
nerovnost:

2('5’+3) —42—’2'91<s.(3x+1).

60. V aritmetické posloupnosu je prvy &len a, = 1 a diference d = 3. Urdete
élen a,a uluhe, ie je funkci po(‘.tu &end n. NaZrtnéte graf této funkce

61, V antmencké posloupnost je prvy &len a, = 1 a diference d = 2. Uréete
soutet prvych n-tlenu S, a uhhe, k je fu.nkd po(:tu &enl n. Nadrtnéte
graf této funkce v p 1y

62. Soucet prvych # &end aritmetické posloupnosti je n + n2. Stanovte jeji
diferenci a r—ty &len.
[Névod: a, =1+ 1% a, +a, =2+ 2% a, + a, + a3 = 3 + 3% ad.;
odtud Ize zjistit velikost jednotlivych Zlend posloupnosti a diferenci.]

63. Soutet Mch n-lend aritmetické posloupnosti je 4n* — 3n. Urcete di-
ferendi a n-ty &len.
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64. V aritmetické posloupnosn )e prvy &len g, = 3, diference d = 2. Kolik
C&lent dévé soucet S, = 120

65. Dopliite zbyvajic{ &sla v nbulce.

a, d n a, Sa
2
1 - 1
3 00
0 5 21,5
3 3
-6 7 15 + I
2 -10 —360

66. V aritmetické posloupnosti je &len a, = a, a, = b. Vypoditejte diferenci d,
&leny a;, ay, a soudet prvych deseti élent S,,. Provedte téZ pro a = 3,4;
b=358

67, Kolik u'oquemych &sel je délitelno sedmi ?

68. Kolik trojcifernych &sel je zakontenych slici 6?

69. Mezi kofeny rovnice x? 4 x — 12 =0 vloZte tiinict &sel tak, aby
s témito kofeny tvofila prvnich 15 &lenu aritmetické posloupnosti.
Vypiste ¢leny této posloupnosti.

70. Mezi &isla 2= 2 ‘i- viozte ti &isla tak, aby s danymi &sly tvofila

prvych 5 &lent annneucké posloupnosti. Vypiste &leny této posloupnost.

1. Mezi &sla 1 a 25 vloite tolik &sel, aby s danymi &isly tvofila aritmetickou
posloupnost o souttu 117. Urdete &isla vioZend a jejich pocet.

72. V které aritmetické posloupnosti plat:

a, + a5 = 16, a3+ a, = 19?
73. V které aritmetické posloupnosti plati:
a+ a; =22, ag.a, =88?
V kreré aritmetické posloupnosti je S5 = §; = 60?

Regeni
Ziejmé tu platf vztahy

S =AT% . 5-60...... o,

S = »al—;:g'---G=60,.,
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JelikoZ a; = a, + 4d, a4 = a, + 5d, dosp&jeme po jednoduché ipravé
vztahi (1) a (2) k soustavé rovnic

a+2d=12,

2a, + 5d =20,

odkuda, =20, d = —4.

Zéavér: V posloupnosti 20, 16, 12, 8,4,0, ... je S5 = S,.

75. Cislo 55 rozlokte v soudet takovych Usel, aby kaZdé nisledujici bylo o 4
vétdl neZ pfedchézejici a poslednf bylo 19. Kter4 jsou to &sla a kolik je
jich?

76. Soutin tH po sobé jdoucich &lend aritmetické posloupnosti se rovné
jejich souctu. Uréete tyto &leny, vite-li, Ze diference posloupnosti je 13—3 B
[Navod: Za nezndmou volte prostfedn{ &len.}

*77. Najd¥te tfi po sob& jdouci &leny aritmetické posloupnosti, vite-li, Ze
jejich soucet je 3x a jejich soudin x* — 4, pfi¢emZ x > 0. Pro kterd
&sla x jsou tyto &leny raciondlni?

78. Soutet prvych deviti &lend aritmetické posloupnosti je 108. Urlete je,
vite-li, Ze jsou to &fsla pfirozena.

[Névod: SnaZte se dospét k rovnici @, = 12 — 4d, v nf2 d musf byt
&slem celym a g, < 24, nebot a, + a, = 24.]

79. V aritmetické posloupnosti, jejiZ prvnf &len ¢, = 30 a diference d = —3,
urete &len, ktery se rovné % souttu viech &lenti pfedchézejicich.

80. Délky stran pravothlého trojihelnfka tvoi{ tfi po sob& jdouci &lenyarit-
metické posloupnosti. Del¥{ odvésna mé délku 24 cm. Jak velké jsou
jeho strany a dhly?

81. Délky stran pravothlého trojihelnfka tvoH tfi po sob& jdouci &leny
aritmetické posloupnosti. Jak jsou dlouhé, je-li jeho obsah 6 dm??

82. Délky stran pravouhlého trojihelnfka tvoH tfi po sob& jdouci &leny
aritmetické posloupnosti. Jak jsou velké, méH-li polomér kruZnice troj-
thelnfku vepsané 7 cm?

1 83.| Existuje vypukly n-Ghelnfk, jeho? nejmen3f vnitinf dhel m4 velikost
126° a jeho? kazdy nasledujici vnitfni \ihel mé velikost o 4° v&t3{ neZ thel
piedchézejic ?

Re¥eni

Ptedpoklidejme, Ze takovy n-thelnik existuje. Velikosti jeho vnitfnich
1hld tvoti aritmetickou posloupnost, jejiz prvy &len a, = 126, diference
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d = 4 a soudet prvych n &end S, = (n — 2). 180. (Udaje jsou ve stup-
nich, # znamen4 pocet vrchold hledaného n-thelnika.)

Dosadime-li uvedené hodnoty do rovnice S, = a‘—;q" -n, kde a, =

= a, + (n — 1)d, dosp&jeme k rovnici
126 + 126 + 4(n — 1)

(n—2).180 = 2 - n, kterd po upraveni mé tvar
n? — 28n + 180 = 0 a kofeny n, 10,7, = 18.
Uloze vyhovuje jen fefeni n, = 10. (Desetitihelnik, jeho: vnitinf

thly majf velikosti 126°, 130°, 134° 138°, 142°, 146°, 150°, 154°, 158°,
162°, je tedy vypukly.)

Relent n, = 18 wloze nevyhovuje. (Osmnictitihelnik, jehoZ nej
vnitini thel m4 velikost 126° a nejvétdi 126° + 17.4° = 194°, nenf
tedy vypukly.)

Zévér: n-thelnik poZadované vlastnosti existuje. Je to vypukly deseti-
thelnik.

X

84. Rozméry kvidru tvoH tfi po sob& jdouci &leny aritmetické posloupnosti.
Jak jsou velké, méFi-li jejich souet 24 cm a objem kvadru 312 cm®?

Na stfefe tvaru licRobéZnika jsou srovnény taky do fad tak, Je pHi hfe-
benu je 85 tadek a v kazdé nésledujici fad€ o jednu tadku vice nez v fadé
piedchézejici. Kolika talkami je pokryta stfecha, mé-li fada pfi okapu
100 tadek?

86. Zelezné roury se sklddajf do vrstev tak, e roury kazdé vrstvy horn{ za-
padaji do mezer vrstvy dolni. Do kolika vrstev se sloZf 102 roury, mé-li
nejhotejif vrstva tii roury ? Kolik rour m4 vrstva nejspodnéjsi ?

87. Kolikr4t uhodi palitka hodinového stroje v Zasovém intervalu od 0 ho-
din do 12 hodin, tuce-li vedle poitu celych hodin také vSechny
&vrté? (Prvof &vrt znadf jednim dderem, druhou dvéma atd.)

88. Teploty Zemé pfibyva do hloubky o 1 °C na 33 m. Jaka je teplota na dn&
dolu 1015 m hlubokého, je-li v hloubce 25 m teplota 9 °C?

89. Volné padajici t&leso probéhne za prvni sekundu dréhu % m a za kaZdou
nésledujfci sekundu dréhu o g m v&t{ neZ za sekundu ptedchézejicf.
Jakou dréhu vykoni za ¢ sekund (bez odporu vzduchu)?

80. Téleso, které se pohybuje &mé zpomalené, probéhne za prvn
sekundu dréhu ¢ — % a za kaZdou nésledujicl sekundu dréhu o a kratd{
neZ za sekundu pfedchézejici. Jakou drihu probéhne za ¢ sekund ?
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91. Po kruZnici se pohybuji dva hmomé body M, a M,, které se zacaly
pohybovat soulasné proti sobé z téhoz bodu 4. Bod M, probéhne za

prvni minutu oblouk pfinileZejici sttedovému Ghlu o = % =3°a pak
zvySuje svoji rychlost tak, Ze vykazuje za ka?dou nisledujici minutu

R
piiristek oblouku pifsludny stfedové uhluﬂ,———l vzhledem

k minuté pfedchazejici.

Bod M, probéhne za prvni minutu oblouk pifslusny stfedovému dhlu

— = 1> a za kazdou nisledujfc{ minutu zvétSuj behnuty

60~ 2 R P

oblouk o prirustek patfici stfedovému whlu 8, = —— = 6° vzhledem
k minut& pfedchézejici. Za jakou dobu se body M, a M, poprvé setkaji ?

92. Na piimocaré drize vyrazila soutasné z mista M dv& vozidla tymz
smérem. Vozidlo 4 jelo rychlost 20 m/s, vozidlo B ujelo za prvni sekundu
12 ma za kaZdou nésledujici sekundu o 2 m vice neZ za pfedchazejici
sekundu. Za jakou dobu dohonilo vozidlo B vozidlo 4?

93. Jsou-li a, b libovoln4 redlna &sla, dokaite, Ze vyrazy (a — b)% a® + 82,
(a+ b2 tvor tfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.

94, Je-li soucet prvych - dlend aritmetické posloupnosti S, = 0, je a, = —a;.
Dokaite.

Xy =

95. Jsou-li @, @y, Gy, th po sobé jdouci raciondlni Cleny aritmetické po-
sloupnosti, je @} — aj—, . a;,; druhou mocninou dvojilenu. DokaZte to.

96. Jsou-li @y, a, @, ti po sob& jdouci raciondlni ¢leny aritmetické
posloupnosti, mé rovnice a;—x2 + 2a;% + @54y = 0, @4, # 0 racio-
nélni kofeny. DokaZte to.

97. Dokaite, Ze v posloupnosti pfirozenych Cisel mé kaidé &islo tvaru
2k + 1 hodnotu rovnou k-tému dilu souétu viech &isel predchézejicich.
Ukaite sprévnost tohoto tvrzeni téZ na n&kterych piikladech (k =5,
7,10).

98, JestliZe &sla x, y, 2 tvo tfi po sob& jdouci &eny aritmetické posloupnosti,
tvoH i &isla 2%+ xy + 3% 2%+ xz + 2% »+ yz + 2® th po sob&
jdouc{ éleny aritmetické posloupnosti. DokaZte. [Nivod: x =y — d,
z=y+d)]

= S 1 1

|—99—| Jestlize vyrazy b_+_c c+a a+
pHpustych hodnot, tvofi tfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloup-
nosti, pak také &isla a?, b2, ¢® tvoif tfi po sobé jdouci &eny aritmetické
posloupnosti. DokaZte.

75" nichZ &sla a, b, ¢ nabyvajf
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Retenf

JelikoZ mezi tfemi po sob& jdoucimi leny aritmetické posloup
Oa, Gy1z, Gy Platt vztah 0y, = ELI joou vizina Esla g, b, ¢
vztahem

1 1 1 1
a+c=7(—s+c+a—+b)‘
Tento vztah upravujme takto:
1 at+2+c¢
atc 2a+bd@+o’

2@+ b)b+c)y=@+c)@+c+2b),

2@+ @G+o)=@+cr+2b@+o),
2ab + 2b* + 2ac + 2bc = a® + 2ac + ¢* + 2ab + 2bc,

W =a? + 2,
&+
B

Poslednf rovnice ukazuie,ie Cisla a2, b2, ¢? tvoff tfi po sobé jdoucf Eleny
aritmetické posloupnosti.

Zaver: Tvoi-li vyrazy .— b T !

tf po sobé jdouci &leny

atc’a + at+b
ické posloupnosti, pak tuto v maji i &sla a?, b% c2
n+2 n~1
100. Stanovte pnych pit dend posloupnostd {3-2}, {5‘ } {%} ,

x#0, y 7 0 a ukaZte, Ze jsou geometrické. Uréete jejich kvocienty a
rekurentnf vzorce.

101, Nap1§te prvé &tyfi &leny posloupnosti { 2 } 5> x> 0; pro kterd &sla x

jep i, pro kter4 klesajicf a pro kter4 jsou vSechny cleny
posloupnosu sob& rovny? DokaZte déle, Ze posloupnost je geometricka.

102. V geometrické posloupnosti je prvy &len @, = 1 a kvocient ¢ = 2. Urlete
&en a, a ukaite, Ze je funkci potu ¢lend n. Znazornéte graf této funkce
v hiyct i

-1
103. Jak velky je soudet prvych péti &lend posloupnosti { ;_,} ?

n _
104. Jak velky je soucet prvych n ¢leni posloupnosti {2 -2"—1} ?

"1

1
[Névod: 2?- =l-—7;5,.ra,+a,+a3+ ..‘+a,,‘]
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105. V geometrické posloupnosu je a, = 81, a, = 54. UrCete soucet viech
t&ch &lent posloupnosti, jeZ jsou &sla celd.

106. Dopliite zbyvajici ¢isla v tabulce:

a, q n a, S, a, q n a, Sp
1 1 127
L z i | s
=] &2 L L
2 3 3 6561
2 7 1458
3 567 847
—2]19 262 144
—3| 4 121,5

107. Je déna posloupnost a, = a¥%, a, = a%, a; = a®? atd. Urlete jejf kvo-
cient, n-ty &len a soudet prvych n &lent.

108. V geometrické posloupnosti je a, = @, a; = b. Urlete jedenicty &lem.

109. Jsou-li a, b redlnd élsla aa+b#0,a—b#0, dokaite, e vyrazy
(@ b)’a+b (a+b)2
ké posloupnosti.

110. JestliZe v rovnici ax® + 2bx + ¢ = 0 tvoH nenulové &ste g, b, ¢ th po
sobé jdouci &eny geometrické posloupnosti, mé rovnice dvojnisobny
kofen. Dokazte.

. [Nﬁvod: a =%, c=bq.]

tvoti tfi po sobé jdouct &leny geometric-

1. v ické posloupnosti je kvoci q=2,n-ty¢‘.lcna,,=5%
a soutet prvych n &end S, = 10—;-. Urcete potet Elent.
112, Udejte velikost soutinu prvych n ent geometrické posloupnosti na

a, g n.

113. Mezi kofeny rovnice x* — 9x + 8 = 0 vloZte dv€ &isla tak, aby vznikly
ttyki po sobé jdoucd dleny geometrické posloupnosti. Vypiste je.

114. Mezi Usla a® a % (a # 0, b~ 0) viokte sedm sel tak, aby vznikla
geometrickd posloupnost. Vypiite jejf &eny.
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115. Mezi ¢isla 5 a 640 vloZte tolik Cisel, aby vznikla geometricka posloupnost,
v niz soucet vlozenych Cisel je 630. Vypiste je.

116. Soucet ¢tyf po sobé jdoucich ¢leni geometrické posloupnosti je 80.
Urcete je, vite-li, Ze ¢len posledni je devétkrat vétsi nez clen druhy.

117. V geometrické posloupnosti je a, —a, = 15, a; — a, = 60. Uréete S,.

118. V geometrické posloupnosti je a, + a, + a3 = 35, a, + a5 + ag = 280.
Urcete prvych Sest ¢lent.

119. Jak velky je paty ¢len geometrické posloupnosti, ve kferé plati: a, + a, =
=56, a, + a; = 24?

120.| Pficteme-li k ¢islim 2, 7, 17 totéz ¢islo, vzniknou prvé tii leny geome-
trické posloupnosti. Urcete je.

ReZeni

Oznatme x &islo, které je nutno pficist k &islum 2, 7, 17, aby vznikly
tfi po sobé jdouci Eleny geometrické posloupnosu' Potom ¢, =2 + x,
8, =7+ xaay =17 + x. JelikoZ mezi tfemi po sob& jdoucimi é!eny
geometrické posloupnosti ay, ay.;, Gg.. plati vztah a% , = a; . a5y je

T+x2=Q2+x17+x).

Uvedené rovnici vyhovuje ¢islo x = 3.
Jsou tedy éleny nasi posloupnosti @, = 5, a, = 10, ag = 20.

Zavér: Priteme-li k &slam 2, 7, 17 &islo 3, vzniknou tfi po sob&
jdouci Eleny geometrické posloupnosti 5, 10, 20.

121. Délky stran a, b, ¢ tro;\ihelnﬂu ABC tvoif tfi po sobé jdouci &leny geo-
metrické posloupnost. Jak jsou velké, je-li jeho obvod 0 = 42 cm a délka
strany b =8 cm?

122, Kratdi Ghlopiitka, strana a del$f \ihlopﬂélu kosoétveroe ma;i délky, které
tvoif tfi po sobé jdouci &leny g P p Vyp j
velikosti 1hla kosoltverce.

*123. Obsah rovnoramenného lichobé%nika P = 54, soudin délek obou zéikla-
den z,. 2z, = 18. Jak velké jsou jeho Ghly, tvofi-li z,, z, a vySka v tHi
po sob€ jdouci Eleny geometrické posloupnosti ?

124, Jak velky je ostry whel a, tvoii-li sina, tga, co:m
&eny geometrické posloupnosti ?

125. Je din &tverec, jehoZ strana mé délku a. Spojite-li stfedy jeho stran,
dostanete novy &tverec, spojite-li stfedy stran tohoto nového ¢tverce,
dostanete zase &verec atd. Jak velky je obsah ¢tverce, ktery vznikne de-
sitym &enénim ?

tfi po sob& jdouct
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*126. Je dén &tverec, jehoZ strana mé délku a. Rozdélte kazdou jeho stranu na tfi
stejné dily a nad kadym stfednim dilem sestrojte ¢tverec vné obrazce.
KaZdou stranu takto vzniklého utvaru rozdélte opét na tfi stejné dily
a nad stfednimi dily sestrojte &tverec vné tutvaru atd. Kolik stran a jak
velky obvod ma utvar, ktery vznikne, opakuje-li se postup n-krat?

127. Povrch kvéadru je 78 cm?, soucet jeho rozmérd 13 cm. Jak velky je jeho
objem, tvofi-li rozméry tfi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloup-
nosti ?

128. Baktérie se mnoZi pilenim tak, Ze k déleni dojde v pfiznivych podminkich
vzdy za pil hodiny. Kolik baktérif vznikne za 12 hodin z jedné baktérie?

129. V nédobé je m grami radonu. Jaké mnozstvi radonu zbude v nidob&
za 36 dnl, je-li polocas rozpadu radonu 4 dny? (Za kazdé 4 dny se roz-
padne polovina jeho mnozstvi.) Jaké mnozstvi radonu by zbylo v nidob&
za 4.t dny? Sefadte jednotlivd mnoZstvi radonu za 4 . ¢ dny do posloup-
nosti a vySetfete ji (¢ =0, 1,2...).

130. Polodas rozpadu rédia C je asi 20 minut. Jaké mnoZstvi ridia C zbude za

4 hodiny z puvodniho mnoZstvi 1 mg? Jaké mnoistvi zbude za dobu ¢
(v hodinach)?

131. Tlaku vzduchu ubyvi se stoupajici vy3kou asi o 1,2 %, na kazdych 100 m
pii stalé teploté. Jaky je tlak na vrcholu Snézky, je-li tlak na hladiné
mofské 760 torr? [Nivod: Ve vyice n.100 m je barometricky tlak

b—760(1— 1’2)"t Pro¢?
= 100 orr. Pro¢?]

*132. Dokazte, Ze pro vypo&itin{ vySkového rozdilu dvou mist plati pfiblizny
vzorec d = 19 230 (log b, — log b,), v némz b, a b, jsou naméfené tlaky
ve vy3kich k, a h, (h, > h,). [Navod: Jako ve cviteni pfedeslém. Podil
b, : b, pak logaritmujte.}

133. Z jaké vy3ky byla spuiténa pruind koule, kterd se odrazila od zemé&
celkem osmkrit a po osmém odrazu odskotila jesté do vyse -;— m, vyle-

t€la-li po kazdém dopadu do % té vySe, ze které spadla?

*134. V tempemvaném ladéni se déli kaidé oktava na 12 pﬁlténﬁ, jejichz
tvoi ickou Jak vel.ky je kvocient této
posloupnosu?]aké kmitolty mn)i tény c',d mé-li tén a' kmitocet 440 Hz ?

135. V nidobe je 25 1 vody s teplotou 100 °C. Odebere se 11 a nalije se misto
ného 11 vody s teplotou 0 °C. Pak se odebere z nddoby 1 I smési a dolije
se opét jednim litrem vody s teplotou 0 °C atd. Jakou teplotu mé voda
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v nidobé, opakuje-li se tento postup desetkrat? Kolikrét je nutno postup
opakovat, m4-li teplota vody v nidobé klesnout na 50 °C? .

|138,] Roste-li vyroba kady rok o 10 %, o kolik procent vzroste do konce
— plletky ?

ReZeni
Oznadime-li V, objem vyroby na potitku prvnfho roku, pak na konci
prvnfho roku mi vyroba objem V;, = V, + =V,(140,1)=

=V,.1,1, na konci druhého roku objem V, ="V, + V’“')olo

=V,1+0,1)="V;.1,1 =V,.1,1%, na konci tfettho roku objem

Vo=V, + V’oow =V,.1,1 =V,.1L,1% na kond &wrtého roku
objem V, =V, + V’ 10 _ Vs.1,1 = V,.1,1* a na konci patého
V..lo

roku objem V, = V, + =V,.L,1=V,. 1,5,

100
Ptifadime-li objemu V), &slo 100, potom objemu V; je pfifazeno islo

100 Vg _ 100. V. L1° _ 5 . 16l
= =10 L 6l

Ze srovnini &sel 100 a 161 je patrno, Ze do konce pétiletky vzroste objem
vyroby o 61 procent.

Zavér: Roste-li vyroba rok od roku o 10 %, vzroste do konce pétiletky
061%.

137. Stroj ztraci opotfebovinim kaZdy rok p procent u své ceny. Za jakou
dobu klesne jeho cena na polovinu? TéZ pro p = 4,5.

138. Polet obyvateli mésta vzrostl za 10 let z 25000 na 33 600. Jaky byl
ro¢nf pHristek v procentech?

139. V lese bylo odhadnuto mnoZstvf dieva na 4000 m®. Jaké mnoZstvi dfeva
bude v lese za 3 roky, jestlize se poditd s roénim piirtistkem 2,2 % a bé&-
hem kazdého roku se porazi a odveze 200 m® dfeva?

[Névod: Potitejte mnoZstvi dieva, které v lese zbude ke konci prvého,
druhého a tfetiho roku.]

140. Odvodte, na jakou &4stku vzroste kaAd K pn » % oeloroénim sloicném
\rokov4ni za  roki. Potvrdte
indukci.
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Kp

Mivod: K, = K+ 7= (1+T%), K, = K,+K"’

—K (1 + %) atd., odtud usudte na K, tj. na hodnotu vkladu K na
konci n-tého roku.]

141. Na jakou &istku vzroste vklad 5000 K& za 12 let pfi 29, celoronim
sloZeném drokovéni? Na jakou &4stku by vzrostl uvedeny vklad, kdyby
se urokovalo jednoduse ? Kolik &inf viroky z tiroku ?

[Névod: VyuZijte vzorce z tlohy 90.]
142, Jak velky vklad vzroste za 15 let na 1346 K&, drokuje-li se 2 % celo-
rotn&?

143. PHi které procentové mife vzroste vklad uloZeny do pen&iniho istavu
za 11 let 0 25 % ?

144. Za jakou dobu se vklad vloZeny do penéZntho vistavu pfi 2%, celoroinim
T Send kovdni zdvoindsobi?

145, Vklady s okamZitou vypovédnf Ihitou se wrokujf 2 %, celorotné, vklady
—— s tHim&sfi¢ni vypovédnf lhitou 3 9, celorolné. Za jakou dobu vzroste
10 000 Ké&s uloZenych na 2 %, a 9711 Kés uloZenych na 3 %, na stejnou

i?

Re¥eni
Ozna&me x polet let, za ktery vzrostou obé uvedené &istky na stejnou
vysi

Prvni &stka vzroste pfi 2 9, celor. sloZ. drokovani za x let na 10 000.
. 1,027 K&, druhs &istka pHi 3 %, cel. sloZ. \rokovini zax let na 9711 .
. 1,037 Kés.

Podle podminky ilohy je

10000. 1,02* = 9711. 1,03%.

Logaritmujeme-li ob¢ strany této rovnice, dostaneme

4 + xlog 1,02 = log 9711 + x log 1,03, odkud

_ 4-—1log9711  4—398726 _ 0,01274 _

" log1,03 —log 1,02~ 0,01284 — 0,00860  0,00424
Ll
24 =7

Zév&r: Za 3 roky vzrostou ob¢ Cstky na stejnou vySi.

*146. JZD si vypn"siéilo 100 000 K¢&s a zavézalo se, Ze je splatl dvéma stejnymi
splatkami, z nichZ jedna bude splatné za dva roky, druhé za 4 roky ode
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dne vypujeni. Jak velké budou tyto splitky pfi 2%, celorotnim slozeném
\rokovéni{ ?
[Névod: Pogjtejte hodnoty spldtek ke dni vypujceni.]

147. Podnik m4 zaplatit vyrobnimu druistvu za 3 roky 60 000 K&. Zaplad
viak 50 000 K& lhncd a zbytek chcc vyplmt po roce. Kolik &ni zbvrelk
PH 3 % cel

148. Kuf4k prokouH roZné primérné 1800 Ké&s. Kolik by si uspofil za 10 let,
kdyby tuto &stku uklddal koncem kazdého roku do spofitelny pfi 2 %

lorodnim slofend " 5

[Névod: Prvy vklad by vzrostl do konce 10. roku na 1 800 . 1,02, druhy
na 1800.1,02° atd.)

*149. Jakou &istkou, vloZcnou politkem roku, se zajisti dichod rocnich
1000 K&s, splatny vidy koncem kazdého roku a trvajici 10 let pfi 2%,
celorodnfm sloZeném virokovéni?

[Névod: Pogitejte hodnoty jednotlivych &istek k pocitku prvého roku.)

150. Nérodnf podnik zakoupil stroj za 300 000 Kds, a tim se zlevnil provoz
v podniku o 27 000 K& ro¢né. Rozhodnéte, zda koupé stroje je pro pod-
nik rentabilni & nikoli, po&ita-li se s vyfazenim stroje za 15 let (3 %, celo-
roéni sloZené urokovéni).

151. Zaméstananec podniku si nastfddal za osm let 42 000 K& na zakoupenf
auta. Jakou &4stku uklidal priamérné koncem kazdého roku? (3% p. a.)
Poznidmka: Znalka p. a. elorotni sloZ. trokovént,

162. Student zdédil po svych roditich 30 000 K&s, které uloZil po&tkem roku
do pen&nfho tstavu na 3 % p. a. Jak velkou &istku K mohl vybirat
potitkem kaZdého roku, jestlize mu mélo dédictvi sta&it na dobu 3esti let?
[Utijte tabulek zasobiteld.]

Poznimka: Prvnf stku si chtél vybrat ihned, aby mél na vydaje prvniho
roku.

153. Jak velkymi deseti stejnymi roénimi spldtkami, splatnymi vidy koncem
roku, Ize umofit dluh 400 000 K&s pfi 4% p. a.? OE by se tyto splatky
sniZily, kdyby wrokové mira byla 3 % p. a. [Utijte tabulek umorovateld.]

184. Druistevni podnik splact pjcku 50000 K& ro¢nimi splétkami 7 500 Kés
vidy koncem roku. Kolika splitkami piijeku vyrovnd a jak velkd bude
posledn! splatka? (4 % p. a.)

[Névod: Ze vztahu 50 000 = 7500.v + 7500.2% + ...+ 7500.0"
plyne, Ze a, = 6,6. Z tabulek zisobiteld se urd, Ze splétek po 7 500 K&s
bude sedm a osm4 bude mensf.]
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