69, Dokalte, e plati vztah k- (;) —n- (: - :),isou—li n, k plirozend
Usla,n=kn#1.
70. DokaZte, Ze plat:

%(;) [(;) - 1] —n. (" S 1) =3(Z), kde  je plirozené Hslo

vt nes 3.
71. Urtete viechna pfirozens &fsla x, kterd vyhovuiji rovnici

-1
o ()3 -
x—1 x—2
b)(x—2)+(x—4)_
72. Jsou-li m, n pkirozené &fsla, pficemZ m = 3, n = 3, dokaite, Ze plad
vztah
m+n m\ . (n)__ (m N
( 3 )‘(3)' (3)“" (2)+"‘ (2)
[Névod: Ob& strany xovnicelmupnvi:mwu%‘(m+n—2).]
73. Pro které pfirozena &sla n, m plati nerovnost
n n+3 n+6) i X
a) (2)+( 2 )+( 2 <2;n>1;
m+n m n
> .
b)( 2 )=(2)+(2)+4,m>1,n>l?
74. Urtete viechna prirozen4 &sla n tak, aby platilo:

0+ (19 om

75. Urcete viechna pfirozena &isla x a y, kterd vyhovuji vztahu

(x+l):(x+l):(x+l)=5:5:3.
y+1 y y—1

. n) _ n!
[Névod. VyuiZijte vzorce ( k) = k'(n——k)']
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76. Dokaite, Ze pro viechna pfirozen4 &fsla m platf vztah
() + () + (0 e C2) = (227
kde p je nezdporné celé &slo.
[t (") + (0 23) = G237 7) = (1) -
+

_(m+3 m+p) (m+p)_(m+p+l). .
—( )atdai( mt1) = mt1 ; tyto rov-

m—+ 1
nice se&téte.
77. Vyjadtete jedingm kombinaénim &fslem soucet

0 (3)+(5)+ () + )+ (5):
 (10) + (1) + (i) + ()

[Navod: VyuZijte vztahu z lohy 76.]
78. DokaZte matematickou indukcf vztah

2 3) 4 n n4 1y
(2)+(2‘)+(2)+...+(2)—( 3 ),n)ephrozené&slo
vétf neZ 1.

| 79. | Dokaite, Ze plati vztah
r+:)_(r) (r)(s) (s) . .
( 2 =1, + 1 1 + 2 » kde r, s jsou pfirozens &fsla
vé¥f nez 1.

Refeni
r+s\ _(+)r+s—1) (+sP—r—s
A‘( 2 )‘ 2 - 2

P4+ 2is+s2—r—s rr—1D)+s(s—1)42rs  rir—1)
= 2 = 2 = 7 7

32 wm= () + () =)+ () () + ()
R Al VY R OY AL had VY AL FUARY AV
B. Necht Py, P, P, ..., P, jsou predméty urtitého druhu, jejichZ podet

udéva &slo r a 0y, Oy, Oy, . . ., O, pfedméty jiného druhu, jejichZ poet
udévi slo s.
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Mime-li viechny tyto p &ty zkombil po dvou, miiZ postu-
povat také tak, Ze j po dvou ptedméty prvého druhu, potom
spojime kaidy piedmét prvého druhu s ka’dym pfedmétem druhého
druhu a nakonec zkombinujeme po dvou viechny pfedméty druhého
druhu. Dvojic vytvofenych z pfedméti prvého druhu je ( 2),
z pfedmétii riznych druhd je rs a dvojic vytvofenych z pfedmét druhého

. s
druhu je (2)

Zaver: th("‘") =(;)+ (;)(;)+(;) pror>1,

s> 1 plad.
[Poznimka: Vztah platf i pro &sla r = 1, s = 1; nutno viak pfedpokla-

dvojic

dat, Ze kombina¢ni &slo (:) pro k& > n je rovno nule.]

[80.] Dokazte, 3¢ plati vztah
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(Hsu) = (;) + (;) (:) + (I) (;) + (;),kder,sisoupﬁm-

zend &sla vét$ nei 2.

Refeni

(392522 <) eme (3] 22425

().r+s—2 rs(r——l3—l—:—l)+(;)v+s—2=

3

()5 () g (g
()5 20 ) o502
PRS0, (1) 5 )+ ()4

+

TS

(3)+




G5 () G35+ ()=6)+ () o
() ()~ () + () () + () G)+ ()

Poznédmka: P¥i dokazovani tohoto vztahu je moZno vyuZit téZ postupu
uvedeného v feSeni B tlohy 79.

. r+s _r r s r s s
vt Ve 7 )‘(3)+(2)(1)+(1)(2)+(3)
platf pro viechna ptirozend ¢fsla r a s (viz pozndmka tlohy 79.)

81, Jsou-li r, s, k pfirozens &sla r = &, s = k a plad-li vztah

r+s\_(r r s r s)
( k )_(k)+(k—l)(l)+(k—2)(2. ot
r s s
(D62 +G)
dokaite, Ze platf téz:
=0 ) () n ()
) =)+ )+ ) +-+(h)-
[Névod: Utifite r = s = k.]
82. Je-li d4no v roving n bodd A,, Ay, Ay, . . .  Aps 2 nichZ Z4dné tii nelef
v pHmce, pak je jimi uréeno (;) primek. Dokaite, Ze tyto piimky mohou
mit kromé uvedenych bodl nejvyse 3 (:) dal$ich prisedfki za ptedpo-

kladu,Zen = 4.
ReSeni

(;) pHimek v rovin miZe mit nejvyie ((;)) prisediki.
2

Tento polet je viak nutno v nalem pifpad¢ snfZit, nebot kaZdym danym
bodem jde (7 — 1) pHimek. Je tedy celkovy a nejvy3¥i polet viech

priseékd dén &slem ((2))—n(”;1)+n.
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Podle textu tlohy nis viak zajimé nejvy3¥ pocet prise&iku uvaZovanych
piimek kromé& danych bodi. Tento polet udava &islo

() eem () ) -

2
_nn—1D—n—2) dnn—1)(n—-2)
= 5 — 3 =

nn—1N(n—2)
- 5 =

nn—mn+1)mE—2)—dnn —1)(n—2)
3 =

an—Dm—2)(n+1—4) =n(n—l)(n—2)(n-—3)=
8 8

1(n n
-1 (5)-s(0)
Zévér: PHmky spojujici » bodd v rovin, z nichZ 24dné tfi nele?i v téZe
pHimce, mohou mit kromé t&chto bodu nejvyse 3(:) dalifch prisedkil;

n=4.

83, Ur¢ete viechny navzéjem rizné soudiny, z nich ka¥dy se sklida ze tii
Ciniteld vybiranych z &sel 2, 3, 5, 7, pfitemZ &initelé téhoZ soutinu se
mohou i opakovat. Pfesvédite se, Ze pocet takto vzniklych soudini vyho-

vuievzorciP=("+k_l),kden=4ak=3.

*84. Kolik riznych pod poﬁ bsahuje mal4 nésobilka ? [Névod: Spoje
jsou 1.1; l 2,l 3 51.9;1.10;2.2;2.3;2.4;...;2.9;
2.10;3. 3,3 4;.. ,3 9;3.10atd.]

*85. Z kolika prvki Ize vytvofit o 49 vice kombinaci tfed tfdy s opakovénim
ne? bez opakovéni?

*86. Kolik fedenf mé v oboru nezépornych &sel celych rovnice x +y + z =

)

= 4? (%, y, z jsou neznimé.
*87. Vypiite v!echny vyrazy M = A:? y‘ x‘, kde A je relny parametr,
ES7% 4 &nnéa ¢, k, s nezép pliiujici rovnici ¢ + &+ s =

=5. Kolik je takovych navzijem mznych vynza M?
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3. BINOMICKA VETA

88. Provedte:
) E£1% b @15 o (12
1+ VE)’;a z0; o(zZ+13% 0 (3-il3)
) (%i%) 5a#0, b0,
89. Provedte: a) (2x + 3y)° + (2x — 3y)%;
b) (e + ib) — (@ — ib);
c) (1 4 — (2%
90. Ukaite, e plati:
a) (a + b)* — 6ab(a + b)* + 9a%%(a + b)* — 22%* =
= (a® + ) (a* — a®® + bY);
b) (@ + 87 — (a” + b7) = Tab(a + b) (a* + ab + B2
[Névod: a® + % = (a + b) (a* — a® + a%® — ab® + b%).)
81, V oboru relnych &sel rozlote v soudin vyraz (x + y)* — 2% — 3.
92. Jak velky je pity den geometrické posloupnosti, jejiZ prvy &len g, =
= (xy)~* a kvocient ¢ =x]/_;+yy;? *x>0,y>0)
93. Dokaite, Ze vyraz (1 — x)® + x® — 1 je délitelny deseti pro viechna
celd sla x.

94, Urlete ¢, je-li v = 4/3—2_1 . Lze vyraz v povaovat za kofen rovnice
x— 1 =0? Vyhovuje této rovnici té% kofen u = ‘—1%'—*—1?

%95, Dokatte, %e &slo x = [(l +12r +2(‘l + Vi)”]’ je pirozené pro

ka2dé ptirozené &slo n.
[Névod: UtZijte binomické véty a zkoumejte &slo x, je-li a) n &slo sudé,
b) n &slo liché.]

96. Vypotitejte na 5 deseti h mist hod mocnin 1,025; 1,03¢; 0,99*
2) pomoci logaritmd, b) na zaklad® vypoitd
2\* 3\* 1)° L
(1 +W) N (l+ W) N (1 _W) pomoci binomické véty.
Vysledky srovnejte.
97. Na jakou &istku vzroste 1000 K&s pti 2% celorotnim sloZeném droko-
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vénf za 5 let? K vypotu uZijte binomické véty. Jaké chyby se dopustite,
uijete-li k vypoctu piibliZného vzorce (1 + x)» = 1 + nx??

98. a) DokaZte dvojim zpisobem (rozkladem v soudin i uZitim binomické
véty), Ze viraz ¥V = (b + 1)® — 1 je délitelny Hslem b, jsou-li &isla b, n
piirozena a Hslo b = 2.

b) Sestavte vyraz V, ktery je délitelny a) tfemi, b) Styfmi, c) deseti.

99. a) Je-li &slon =2 pnrozené, potom vyraz V = (n+ 1)* — 1 je déli-
telny &slem 2. DokaZte to.

b) Sestavte vyraz V, ktery j Je délitelny &slem a) 25, b) 36, c) 64.

J— an
|100.] Dokazte, Ze vyraz p = 6—33—1 je Hslo celé pro kaZdé pfirozené slo n.

Regeni
Upravujme vyraz ¢ = 6** — 1 takto:
q=62"—1=(62)»—1=36'-—1=(35+1)"—1=(g)35"+

+(’I')ss"-'+...+(nil)3s+(:)—l=(g)3sﬂ+

+ (") 3514+ ( " )35.
1 n—1
Zavér: Vyraz ¢ je délitelny &slem 35, v dusledku ZehoZ je vyraz p
&slo celé. o o
13 _ 13
101. Dokate, % vjraz Z — @“—11)6(!“‘L1) je cislo celé.
102. DokaZte, e vyraz V = 40" — 8" — 57 4 ] je délitelny &islem 28 pro

ka*dé pfirozené &slo n.
[Névod: 40" = (5. 8)"; potom vyraz V rozloZte v soudin.}

103. DokaZte, Ze &slo 111% — 1 kond &tyféislim 6 000.

104. Urete &vrty &en mnohodlenu, ktery vznikne po vypottu (Ja + J/5)°
pomod! binomické véty (a > 0, b > 0).

105. Uréete tfeti &len mnohotlenu, ktery vznikne po vypoftu (a® — 264)
pomoci binomické véty.

106. Pro které Hslo x je paty ¢len mnohotlenu, ktery vznikne po vypoitu

( -L” pomoci binomické véty roven &islu 105?

21/: 2

107. Ktery ¢len mnohotlenu vzniklého po vypoétu ( 3x% — —-) pomoci bino-
mické véty obsahuje x®?
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n
[108.] Vypolitdme-li podle binomické véty (z" + %) > x7% 0, dostaneme
mnohodlen, jehoZ druhy &len m4 koeficient o 54 men3{ neZ &len tietl.
Urcete ten ¢len mnohodlenu, ktery neobsahuje x.

Regeni

Ziejmé& plati vztah (';) + 54 = (; ), ktery vede po upraveni k rov-
nici n® — 3n — 108 = 0, jejiZ kofeny jsou n; = 12, n, = —9, z nichZ
viak jen kofen n, = 12 vyhovuje tloze.

12
Zbyvs vyletfit, zda v mnohoclenu, ktery vznikne vypoltem (z’ + —}:)
existuje absolutnf &len. Dejme tomu, Ze tento &len existuje a je v mnoho-
&enu &enem k-tym; ozname ho A4;.

k1
Potom plati: 4, = (k 12 ) - (aBy1s-k . (1 ) = ( 12 l) x99 g1k —

-1 x) -
12 0k
- (k - 1) :
Aby den A, neobsahoval x, je nutno, aby 40 — 4k = 0, odkud & = 10.
Zavér: Desaty &len mnohollenu, ktery vznikne po vypoétu
12

(r’ + %) » x 7 0, neobsahuje x.

109. Vypodtete-li podle binomické véty (2::’ - %)‘ £ 0, ktery &en vj-
pottu neobsahuje x?

110. Mnohollen, ktery d vypoditime-li podle binomické véty
(xll;+ ;1;)”, x # 0, m4 koeficient druhého &lenu o 44 men3f ne? Elenu
tiettho. UrCete ten Clen hotl ktery neobsahuje x.

111. Kolik racionlnich ¢éleni mé mnohotlen, ktery vznikne po vypottu
W5+ ilé)" pomoc! binomické véty? Vypiite je.

[112] UrZete ten ten mnohotlenu, ktery vznikne po vypoitu (1 + |/3)° pomoct
binomické véty a ktery m4 tu vlastnost, Ze je vétf neZ len pfedchazejict
a v&si neZ &en nésledujici.
Regeni

Necht tuto vlastnost mé &len A,, ktery je k-tym Clenem uvaZovaného
hotl Podle dané podminky je Ay, < Ay, Ay > Apy,, kde
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4=(,° )(Vs)*-*=vi( ) O dea=
= (2 ) o =1(,2,) 03 = (5) 031

" . 1 8 =
a) Jelikoz je A, > A;-,, plat nerovnost V_3_ ( b l) V3)F >

L Jor s, 155
>3(k_2)(]/3),odkudpovyubdvmhu et =)
plyne nerovnost k < 6,706.

b) ]eh‘koi je Ay > Ay, plat nerovnost

V3 ( ) 3y > (8) (V3)*, ze Které plyne nerovnost k& > 5,706.

Zbvér: Sesty &en mnohotlenu, ktery vznikne po vypoq‘.tu (1+)3)
pomoc! binomické véty, je v&tdf neZ oba Eleny sousedni.

113. Ktery &len mnohodlenu vzniklého po vypottu (1 + V3)'°° pomoci bino-
mické véty je v&t3f nez &len predchézejfci i en nasledujici ?

114. Urlete nejvétdf koeficient mnohotlenu, ktery vznikne po vypoltu
(5a + 3b) podle binomické vity.

115. Urcete ten &en mnohodlenu vzniklého po vypottu (1 + £)°. (1 4 a?)
pomoci binomické véty, ktery obsahuje x4,
[Navod: Je-li A k-ty &en mnohollenu, ktery vznikne po vypoltu
(1 +x%° a 4, r-ty &en mnohollenu, ktery vznikne po vypoltu
(1 + x%)°, pak hledany &en uvaZovaného mnohodlenu m4 tvar 4, . 4;.]

116. DokaZte, Ze pro viechna pfirozeni &sla n plad:

0 () () (2)+ (2) s (2) =
o (2) = (1) +(2) - (3) +-+ e (2) =o.

[Névod: 27 = (1 + I)*, 0 =(1 — 1)*.]

117, DokaZte, Ze soutet viech kombinaci bez opakovini prvé aZ n-té tHdy
z n prvki je roven &slu (2% — 1).

118. Dokaite, e pro viechna pfirozend sudé &sla » plad:

3) (;)+(;)+(:)+...+(:)=2~-!;
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o (1) (2)+ )+ (,ny) =2

[N4vod: Utijte (1 + 1)» + (1 — I)%)
119. DokaZte, Ze pro viechna pfirozend &sla » plati:

('1')+2(;)+3(;)+4(:)+‘..+n(:)___,,,2._‘,

. n n—1
vite-li, Ze k(k) ="(Iz— l) .
[N4vod: Dosazujte postupné za k &sla 1, 2, 3,..., n a vzniklé rovnice
settéte.]

120. Vyjédfete a) cos 4«; sin 4a; b) cos 5« sin Sa; €) cos 7a; sin 7 pomoci
funkcl s argumentem a.

4. OPAKOVANI

121. Vypiste kombinace a variace viech tHd z prvki u, v, p, ¢ a pfesvédite se,
Ze poZet viech variaci je o 49 v&t¥f ne podet viech kombinaci.
Které cyklické permutace miiZete z téchto prvku vytvofit?

122. Kolik riznych vlajek je moZno vytvotit z litek barvy bflé, modré, Eervené,
#luté a zelené, sklada-li se kaZd4 vlajka ze tH riiznych barev ? Které z nich
majf &ervenou barvu uprostfed ? Uvedte jejich poget.

123. Vrcholy obdélnika ABCD a stied E strany BC tvoi{ skupinu péti bodu.
Kolik trojihelniki m4 viechny tfi své vrcholy v téchto bodech? Zakres-
lete je a rozd&lte do skupin, z nichZ kaZd4 obsahuje trojiihelniky shodné.

124. Je d4no n prvkii ay, a,, a,, . . ., a,. Urete podet vSech permutaci vytvo-
fenych z t&chto prvki, v nichZ prvky a,, a, nestoji vedle sebe.

125. 36 %4k bylo na brigidé namitkou rozdéleno do deviti mistnostd po
¢&ytech Zicich, Kolika zpiisoby mohou byt uréitému Zédku pfidéleni jeho
spolubydlici ?

n n _(r+1
126. Na z4kladé vztahu (k)+(k+l)_(lz+l) ukaZte, Ze vyraz

G ) () e
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