3. NEKONECNE GEOMETRICKE RADY

155. Odivodnéte k genci nekonetné geometrické fady a potom urdete
jeji soudet:
V5-2+U5-2"+(U5-2"+

156. Je d4na nekone¢n4 geomeu-ickﬂ fada

l_‘_Va—l_'_(l/— ) (V3—1) ; odtvodnite jejf kon-

& 2 Vz
vergenci a urlete jejf soucet.
157. Ur&ete dvojim zpisobem soucet nekonetné g ické fady

PR T TP 1
16 64 = 256 1024
a) Hmo,
b) po pi‘edchAzc)fdm usporadani na rozdﬂ dvou nekoneénych geometric-
kych fad s kladnymi ¢leny. K genci fady

158, Urcete soucet fady
1,1 1 1 1 1
T3ttt tg gt

159. Zjistéte, pro kterd &isla x lze urdit soudet fady p — gx + px* — gx® +
+ px* — ¢x°* + ... a potom tento soucet urlete.

160, /160, Zustéte, pro které Cisla x Ize urdit soucet fady:
x + cos? x + sin® x + costx + sin®x + cos®x + . - apotom tento
souéet urlete.
Regeni

Uspotddejme nejprve ¢leny na3f fady takto:
(sin®x + sin® x + sin®x + ... ) + (cos® x + costx + cos®x + ...).
Je-li sin®x + sin*x + sin®x + ...= S a cos?x + cos*x + cos® x +

=0

e in2 2 !
mé nale fada soucet S 4 §' = L E_ _ cof'x _ sin
cos? x —sin?x 1 —cos’x  cos®x
+ E,- =1g*x + cotg?x, ovkm za piedpokladu, %e 0 <sin?x <1
a0 <cos?x<l, tedypxox;ék » kde & je &slo celé.

Z4vér: Danou fadu Ize sedist pro viechna &sla x 7% k , kde & je &slo
celé; pro uvedené hodnoty &isla x ma fada soudet tg2x + c:c)tg8 x.
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161, Zjistéte, pro ktera &sla x lze urdit soucet fady:
DI+QR—-x)+C—xP+QR—2P+....
bl1+@+x)+@+xP+@+x+....

a potom ho ur&ete.

162. Rozhodnéte, které z danych fad jsou k f a které di {
(konvergentn{ fady seltdte):

1 2n—1 &
Q) Z = b).z 7 9 ’gl(— s
n=1 n=1
< (3)" i‘ 21— 1 i 4n+3
d)Z(i) N S D2 m—
n=1 ne=l n=1
163. Pfemdiite na zlomky obydejné:
a) 2.4; b) 0,23; <) 2,403;
d) 3,789; €) 1,5042; f) 0,4305;
g) 0.24; h) 0,583; i) 2,634;
j) 3,4872; k) 0,02347; 1) 1,37489.
164. a) Urete soucet 0,27 + 0,463. UZijte nekonelnych geometrickych fad.
b) Dokaite, fe je sprévny zépis: :’:_: = % . Pouzijte nekone¢nych
geometrickych fad. ’
165. Kters nekonetns konvergentn! g ickd fada m4 prvy &en a, = 1
6
asouéetvanysoutmhdy6—?+E——lE+ e ?

8

166. Stanovte hodnotu soudinu y =3.)/3.)/3./3....

167. Meni{ kofen rovnice 2x2 — 5x + 2 = 0 je roven prvému &lenu nekonené
konvergentn{ geometrické fady, vt kofen jejimu soudtu. Urdete kvo-
cient fady.

*168. Je d4na rovnice x® — 2x + a = 0; jeji diskriminant urluje kvocient
nekonené konvergentni geometrické fady, jeji absolutni &len souZet této
fady. NapiSte tuto fadu a stanovte vymezeni pro &sla a.

460, Vypotcite hodota vram; L+ 2 3HAF oo
"+?+Z+§+"'
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170.| Zlomek I _l o je moZno p 2a soutet g ické fady. Napiste

tuto fadu a uvedte podminku pro &slo x.

Refeni
. 1 a .
Srovndme.l -
zlomek =2 se S= T—¢ udévajicim
hod souttu nekonené k { g ické fady, je zfejmé, Ze
a, = 1, ¢ = 2x, pfitemZ je nutné, aby |x|<7.
Rozvineme-li tedy n4$ zlomek v nekonetnou k gentni g ickou
fadu, dostaneme 1+ 2x + 4x> 4 8x* 4 ...
Zéavér: l_lzz=l+2x+4.x’+8:t’+... za predpokladu, Ze
|:t|<l
7°
171. Nahradte zlomek m—’i; Kone&nou konv f g ickou fadou
a stanovte vztah mezi &isly m a x.
. l+a+a+a+... konetnon k {
172. Rozvidite zlomek T—evad—ar. " 2
g ickou fadu a v f pro &slo a.
173. Rozvidite vyraz fsianav ke k gentn{ ickou fadu
a stanovte vymezenf pro tihel a.

[Névod: sin®a =1 — cos?a.]

174. Reite rovnici:

— 4 8 _
a) logx+long+long+logV:+ =25
2 4 8

b)l+;+';;+;+-
O+ 448 +165+... =1,

175. Pro x z intervalu (0° — 360°) fe3te rovnici:
1+ sin®x 4 sin‘x+sin*x+... =2tgx.

176. Které nekonetné konvergentni geometrick4 fada m4 tu vlastnost, e jejf
prvy den a, = 1 a libovolny jejf ¢len mé hodnotu rovnou soutu viech
&len nisledujicich?

[Névod: Radamétvar1 + ¢+ ¢ + ...,
Gy =G+ Gya+...1]

263



177. Ukalte, Ze felenf soustavy y = x, ¥ = gx + a,, kde x,y jsou neznimé,
tvo{ dv& stejna &sla, kterd je moZno pokladat za soucet nekoneéné kon-
vergentni geometrické fady. Reste také graficky v soustavé pravouhlych
soufadnic, pfiemZ zvolte za ¢ a a, urCité Cisla tak, aby 0 < ¢ < 1aa; >0.

178. V nekonetné konvergentnf geometrické fad¢ je soudet prvych ti clend

1 % a jejich soudin 717— . UrZete soudet této fady.

178, Do &tverce ABCD je vepsén &tverec A,B,C,D, tak, Ze jeho vrcholy led
ve stfedech stran &verce ABCD; tomu je vepsén &tverec 4,B,C,D, tak,
Ze jeho vrcholy leZi ve stfedech stran &tverce 4,B,C,D, atd. Postup se
stdle opakuje. Jak velky je soulet: a) obvodii, b) obsaht viech ¢tverci,
mé-li strana ¢&tverce ABCD délku a?

Regeni
a) Sledujeme-li obvody uvaZovanych &tverci, d po fadé &sla:

0, =4a, 0, = 2a}/2, 0, = 23, 0, = a /2 ard.

Tato &sla zfejmé tvoHi geometrickou posloupnost, jejiZ kvocient

= VTZ a prvy ¢len a, = 40
Vyraz 4a + 2al/§+ 2a + an-l— ... je nekonenou konvergentn{

geometrickou fadou, jelikoZ 1/2—2 < 1, a mé soudet

4a 8a 8a(2 + }2)
= — = —_ = =4a(2 2).
® AP o (2+12)
-7
b) Sleduj: 1i obsahy ych &tvercy, di po fadg &sla:
a? a? a®
Pi=at, Py= %, Py=7, Py=5 au.

2 2
Vyraz a® + %+%+%+...je nekoneZnou konvergentni geo-

metrickou fadou s kvocientem ¢ = % . Jej soudet je ¢’ = 2a%.
Zvér: _Souéet obvodd viech &tverci dané vlastnosti je
42 (2 4 |/2), souet obsahd t&chto &verci 24,
180. Do hi¢h h jihelnfka ABC je vepsin troj-

Ghelnfk 4,B,C, tak, Ze jeho vrcholy le3f v stfedech stran trojihelnika
ABC; jemu je opét vepsin trojihelnfk A4;B,C,, jehoz vicholy leH ve
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stfedech stran trojihelnfka A,B,C, ntd Postup se stﬂe opaku)e Iak

velky je soucet obsaht viech fkd, maji-li
ABC délku a?
181, Nad vyskou h juhelnfka ABC je jen rovoo-

stranny trojuhelnik 4,B,C,, md jeho vy3kou je sestrojen rovnosv:ranmj
trojuhelnik A4,B,C, atd. Postup se stile opakuje. Jak velky je soulet
obsahi viech trojihelniki, mé-li strana trojihelnfka ABC délku a?

*182. Uhly os soustavy p hlych soutadnic jsou Fimkami p a
¢ tak, Ze pfimka p pﬁl{ prvy a tfeti kvadrant, pﬁmlu q kvadrant druhy
a &vrty. Na ose x je zvolen bod A ve vzdilenosti d od potitku P
(PA > 0). Z n&ho je spuiténa kolmice na pifmku p, z jeji paty P, kol-
mice na osu ¥, z jejf paty P, kolmice na piimku ¢ atd. Jakou délku
mé tato vznikl4 lomend spirdla?

*183. Vr é jihelnfku ABC je spuiténa z vrcholu C na stranu AB
vy3ka o,; z jeji paty P, kolmice na stranu AG, z jeji paty P, kolmice v,;
z jeji paty P, kolmice na AC atd. Postup se opakuje nekonetné. Vypodi-
tejte délku lomené &ary CP,P,P; P, . . ., kters timto zpisobem vznikne,
ma4-li strana trojdhelnika ABC délku a.

*184, Do rovnostranného trojihelnfka o strané a je vepsan kruh, do ného
rovnostranny trojdhelnik, do toho opét kruh atd. Postup se stile opakujc
Jak velky je soudet obsahti v8ech kruhi (obsah kruhu P = mr?)?

*185. Ur&ete kvocient posloupnosti RaA, jestlie &as sledujeme v 1min inter-
valech a polodas rozpadu RaA je 3,05 min (tj. za 3,05 min se rozpadne
polovina litky).

*188, Ot4&i-li se ttvar uvedeny v tloze 184 okolo vysky trojihelnika, vzniknou
rotani kuZele a koule. Jak velky je soudet objemu viech kuZeld a soudet

objemu viech koul{ (objem kuZele V = %m‘n, objem koule V' = i; m“) ?

*187. Pii $tépenf jaderného paliva uvolnf kafdy neutron nékolik novych ne-
utronii. Mé-li vzniknout fetézov4 reakce, musf se z neutront vzniklych

ph )ednom &épeni vyuit nejméné jeden k daldimu Stépeni. Ozna&ime-li

pote 4 z jednoho $tépent, vyuZitych k dal¥{mu $t¥pent,

znatkou k, je Ic =1
a) Kolik asi reakcf prob&hlo v reaktoru pii k£ = 1,001, zvétil-li se pocet
neutrond tisickrét ?
. b) Za jakou dobu se dosahlo tohoto zvétien, je-li stfednf doba od vzniku

§tépného neutronu k daliimu §tépenl 0,003 s?

*188. O pipadé& ochl { tuhého télesa v prostiedi stilé teploty
probl.hA tak, Ze teplotn{ rozdily mez télesem a okolim tvoH po stejnych
Casovych intervalech geometrickou posloupnost.
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a) Za jakou dobu se sni# teplotnf rozdil mezi povrchem t&lesa a okolim
1o Pivodnf hodnoty, jestlie za kadou sekundu se tento tep-

lotn! rozdﬂ sniZf na 95 % pfedchoz( hodnoty?
b) Jak dlouho by (za stejnych p di) trvalo 3enf teplotntho

rozdilu na W pivodnf hodnoty?
c) Jak dlouho potrvéd ochlazeni na —— 1 p\ivodni.ho teplotntho rozdflu,
ochladi-li se za 1 s na 88 %, pﬁvodniho teplotntho rozdilu?

*189. Do krychle o hrang a je vepséna koule, do koule krychle, do nf opét koule
atd. Postup se stdle opakuje. Jak velky je soudet povrchi viech krychll
a soucet povrchi viech kouli? [N4vod: Povrch koule S = 4rr?, télesovd
\hlop#i¢ka krychle se rovné priiméru koule krychli opsané.]

4. OPAKOVANI

1 1 1
lW.]edAmpotloupnostl 2°72.3°3.4° _5...;uréetea,.+a,,+,.

191, Vyhovujf-li leny posloupnosti rekurentnfmu vzorci gy, =a, — 1,
dokazte, Ze vyhovujf také vzorci 6,4y = a, + ap_y — dp—g.

192. Doka’te, %¢ v posloupnosti {n?} je platny rekurentnf vzorec a,., =
=3a5,3 — a5+ ap .

183, DokaZte matematickou indukd vzorec S, = "';’ D, g1, vitedi,

ic a, =a;.¢"t.

184, Dokate ickou indukel sprévnost vzorce s,,=“'*2"‘".n,
vite-li, Ze @y, =a, + nd.

195. DokaZte mtcmnuckou indukc, Ze vyraz 6°* — 1 je délitelny 7 pro kazdé
pfirozené Uslo
[Névod: Vyraz 9""" — 1 l1ze upravit na t\m 36 (6** — 1)+ 35.)

196. DokaZte matematickou indukdi, Ze vjraz —1 1 je &slo celé
pro kaidé ptirozené &slo n.

1

[N(vod: ms—l—l- d + ! Ize upravit na tvar

10" — 1 n
10( 8 —3)+n.]



197. Doka¥te matematickou indukcf, Ze soudet prvych n ¢lent posloupnosti
{#*} mé hodnotu %@“’D .

198, V aritmetické posloupnosti m4 n-ty &len hodnotu x a soudet prvych
n-&ent hodnotu y. Urlete prvy &len a diferenci.

vé aritmetické posloupnosu ma,l ste;nf prvy &en. n-ty &en prvé

P pnosti je 15, druhé p Soucet prvych n &lent prvé
upnosti je 63, druhé loup 84 Vyp1§te soutty prvnich n élend
obou posloupnosti.

200, Soucet prvych n &eni aritmetické posloupnosti je S, = 81, soudet prvych
(n + 4) tlent téZe posloupnosti S,,,, = 124, Uréete prvy &len posloup-
_nosti g, a &slo n, je-li diference posloupnosti d = 2"
201. Ve které aritmetické posloupnosti je soudet prvych pét &lent s indexy
" lichymi rovny &slu 85 a soucet prvych péti &lend s indexy sudymi rovay

&slu 100?
202. Délime-li trojciferné &slo N jeho cifernym souétem, dostaneme podil
26; pi&eme—l.l slice &fsla N v Ené &slo M,

které je o 396 v&t3{ ne2 &slo N. Urécte Hslo N, tvoif-li jeho &slice tfi
po sobé jdouc ¢leny aritmetické posloupnosti.

203, Velikosti vnitinfch thla trojihelnika tvoif tfi po sobé jdouci ¢leny arit-
metické posloupnosti. Jak jsou velké, je-li soucet jejich kosinl % ?

204, Urete velikost ostrého thlu «, tvoif-li cotga, §i_|:—a’ tga tf po sobd
jdouci &leny aritmetické posloupnosti.

205. Délky stran pravouhlého trojihelnfka tvoH tfi po sob& jdouci &leny
aritmetické posloupnosti. Jak jsou velké, m&H-li polomér kruZnice troj-
uhelnfku opsané 12,5 cm?

206. Rychlost §ffenf zvuku ve vzduchu pﬁ 0 °C je asi 331 m/s; s rostouci
teplotou roste také rychlost zvuku asi o 0,6 m/s na kazdy stupen Jaki je
rychlost Sffeni zvuku pfi teplot¢ 25 °C? Pii jaké teploté je rychlost
zvuku 340 m/s?

207. Dve télesa, které jsou 48 m od sebe vzdilen, dajf se soutasn& do pohybu
po piimé drize proti sobé. Jedno probéhne za prvou sekundu dréhu
4 m a v kazdé nésledujici vidy o 2 m vice neZ za sekundu pfedchézejici.
Druhé se pohybuje rovnomérné rychlostf 10 m/s. Za jakou dobu nastane
srizka? )

267



208. DokaZte, Ze v kaZdé aritmetické posloupnosti plati vztah:

@k + 8a; . Gy = (20, + @)
[Névod: Vyutijte rovnice 2a; = ay-; + ., ]

209, Tvoii-li &fsla a, b, ¢ tH po sob& )douc( ¢leny aritmetické posloupnosti,
dokaZte, Ze plati mezi nimi vztah:
(@+b+cP—3a+b+c)+6(a—bF=0.

[Navod: Krajnf &leny vyiédiete ¢&lenem prostfednim a diferenci.]

210. Krera g ickd m4 tu vl Ze soucet prvych deseti
Elenu j |e 33keat vEtsi nei soudet prvych péti ¢lenti?

211. Jak velky je soudet prvych péti ¢lend geometrické posloupnosti, jejiZ
¢leny ay, ag, a, vzniknou, odeéteme-li od &isel 33, 45, 63 totéZ Cislo?

212. Napiste prvych 8 ¢lend geometrické posloupnosti, je-li
a+a,+ a3+ a, =15 a5+ a5 + a; + ag = 240.

213. Délku stran g, b, ¢ trojihelnika ABC tvoii tfi po sobé& jdouc &leny geo-
metrické posloupnosti s kvocientem ¢ = R Vypoditejte velikost jeho

nejmensiho thlu.

*214. Je dén rovnostranny trojihelnik, jehoZ ‘strana mé4 délku a. Rozdélte
kazdou jeho stranu na tfi stejné dily a nad kadym stfednim dilem sestrojte
rovnostranny trojihelnfk vné obrazce. Kazdou stranu takto vzniklého
dtvaru rozdélte opét na tii stejné dily a nad kazdym stfednim dflem
sestrojte rovnostranny trojihelntk vn& ttvaru atd. Kolik stran a jak
velky obvod mé ttvar, ktery vznikne, opakuje-li se postup n-krat?

*215. Vyroba podniku roste ro¢né vidy o p procent. Za kolik let se zdvojnésobi ?
Téipro p = 10—;—%.

216. Inventéf zévodu ma cenu 100 000 Kés; z této ceny se odpisujf roéné
2 %, na opotiebovini. Jakd bude cena inventéafe po deseti letech, dopliiu-
je-li se roénim ndkladem 3 000 K&, vyplicenym vidy koncem kaZdého
roku?

217. V sudg€ je 100 | &istého lihu. Odebere se jeden litr a misto ného se nalije
do sudu jeden litr vody. Pak se odebere jeden litr smé&si a dolije se jednim
litrem vody atd. Kolikaprocentni lth bude v sudé po dvacitém zfedéni?
Kolikrit je nutno uvedené fedéni opakovat, aby vznikl lth asi padeséti-
procentni ?

218. Vyvéva, jejiZ recipient mé objem 15 dm?, je opatfena vélcem na vysdvani
vzduchu objemu 2,5 dm?® (nepotitdme prostor zabrany pistem). Jaky
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bude tlak pod recipientem po dvanictém vytafeni pistu, byl-li pi-
vodnf tlak 760 torr?

*219, Vklad 5000 K& se tirokoval 2 %, celorotné sloit€ tii roky. Po tfech
letech byl pfeloZen i s Groky na vkladnf kniZku s dlouhodobou vypovédni
Ihutou, pfitemZ drokové mira stoupla o 1 %. Na jakou &istku vzrostl
uvedeny vklad za 8 let (celkem)?

*220. JZD si vy'p\':)blo 100 000 Kz'.s a zaviulo se, Ze je splatf b&hem desedi let,

ato P i koncem kaZdého roku. Urlete velikost
t&hto splétek pfi 3%, celorodnfm sloi kovéni. [Névod: Potitejte
hodnoty jednotlivych splitek ke dni vypujéeni. PouZijte tabulek pro
SVVS, str. 85.]

221.V ické i {371} a ari ké -1}

i {2n
je &len a, funkd! indexu 1, Narysujte grafy obou funkd v soustavé pravo-
thlych soufadnic a ukaZte na nich, Ze tfeti &len prvé posloupnosti a paty
&en druhé posloupnosti majf stejnou hodnotu.

222, Cryti &sla jsou po sob& jdoucimi Eeny ické posl i, jejich

dekad. logaritmy &tyfmi po sob€ jdoucimi &leny posloupnosti ari
s diferenci 1 a souttem 22. Kter4 jsou to &sla?

223. Délky stran aq, b, ¢ trojihelnfka ABC tvof{ tfi po sob& jdoucf tleny arit-
metické posloupnosti, pfi¢emZ délka strany b je 10 cm. Zmensi-li se délka
strany b 0 2 cm, tvoH délky stran nového trojihelnika 4'B’C’ tfi po sob&
jdouc! &eny posloupnosti geometrické. Urlete délky stran trojdhelnfka
ABC.

224, THi po sobt jdoud &leny aritmetické posloupnosti maji soucet 21. Zmen-
-li se prostiedni &en o 1 a zv&si-li se poslednf &len o 6, vzniknou tH
po sobé jdouci ¢leny posloupnosti geometrické. Uréete &leny obou po-

sloupnosd.

225. Mezi &sla 3 a 18 vloZte dv& élsh tak, aby prvnl tHi tvofila posloupnost
geometrickou a poslednf tfi p p kou. (V obou piipadech
jde o tfi po sob& jdouct éleny )

228. P&t élsel, s u,_, ay, 8y, G5, mé tu vlasmost, Ze prvnd tfi tvoH posloupnost
i &yfi p aritmetickou. UrZete je, je-li

a,+a,+a‘+a. 6 a a. as——ls
227. Urtete soutet nekonetné geometrické fady.:
V-1 +03-V2r + (V3 -12" +

. 1
228. Rozvifite vyraz: e
a stanovte vymezen{ pro Ghel o,

v nekonetnou konvergentni geometrickou fadu
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229, Mezi kadé dva dleny nekonetné k g ické fady 1 + a +

+at+a*+...je vloien dal¥f jeden “Xen tnk, Ze spolu s ptvodnimi
&eny vytvoi opét ki konve ickou fadu. Sta-
novte soulty obou fad a vymezen{ pro &slo a.

230. Relte rovnici:

2 4 6
o “;+?‘?+~'-x+s’
b)zz.V:Tz.sz.sz...=o,25;

€)2.3%2 135 =2(37 + 31 + 352 4 .. ).

231. Urete &slo, jemuZ se bliZf délka spirily, kters vznikne takto: Nad pri-

mérem AB = 2r sestrojte pulkruZnici, jejiZ stfed oznatte S; nad pri-
mérem BS sestrojte opét pulkruZnici, které le2f v opatné poloviné a mi
stfed Sy, nad S S, opét pilkruZnici atd. Postup se opakuje do nekoneéna.

*232. Rovnostrannému trojdhelniku, jehoZ strana mé délku g, je vepsén kruh &,
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do zbyvajicich &st trojihelnfka opét kruhy, které se dotykaji dvou stran
trojihelnika a kruhu % atd. Postup se stle opakuje. Urdete soudet obsahd
viech kruhi,



