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Príklad 14.4.9. Nech f(x) = x2 pre kaºdé racionálne x a nech f(x) = 3+2x pre
kaºdé iracionálne x. Ukáºte, ºe funkcia f je spojitá v bode 3.

Rie²enie: Najskôr si v²imneme, ºe pre kaºdé x ∈ (−∞,−1⟩ a kaºdé x ∈ ⟨3,∞)
platí 3 + 2x ≤ x2, a ºe pre kaºdé x ∈ (−1, 3⟩ platí x2 ≤ 3 + 2x.

Nech g(x) = x2 a h(x) = 3 + 2x pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Potom platí
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) pre kaºdé x ∈ (−1, 3⟩. Kedºe interval (−1, 3⟩ je ©avým okolím
bodu 3 a funkcie g a h sú v bode 3 spojité z©ava (pozri príklad 14.4.2 a prí-
klad 14.4.5), pod©a vety 14.4.1 je v bode 3 spojitá z©ava tieº funkcia f . Podobne,
nerovnos´ h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) platí pre kaºdé x ∈ ⟨3,∞). Pod©a vety 14.4.1 zo
spojitosti sprava funkcií g a h v bode 3 vyplýva spojitos´ sprava funkcie f . �iºe
pod©a de�nície je funkcia f spojitá v bode 3. ♢

Cvi£enia · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1. Nech f(x) = x3 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia f je spojitá
v kaºdom bode a ∈ (−∞,∞).

2. Nech f(x) = 3x2 − 6x + 5 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia f
je spojitá v kaºdom bode a ∈ (−∞,∞). (Návod: f(x) = 3(x − 1)2 + 2 pre
kaºdé x ∈ (−∞,∞).)

3. Nech f(x) =
√
x pre kaºdé x ≥ 0. Dokáºte, ºe funkcia f je spojitá v kaºdom

bode a ∈ (0,∞).
4. Detailne dokáºte spojitos´ sprava funkcie x 7→ 1/x, x ̸= 0, v kaºdom bode a ̸= 0

(pozri príklad 14.4.6).
5. Nech f(x) = [x] pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia f je spojitá sprava

v kaºdom bode reálnej osi. V ktorých bodoch je spojitá?
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6. Nech f(x) = (x+ 1)/(x− 1) pre kaºdé x ̸= 1. Vyuºite fakt, ºe funkcia f klesá
na intervaloch (−∞, 1) a (1,∞), a dokáºte, ºe je spojitá v kaºdom bode a ̸= 1.

7. Nech f(x) = x4 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia f je spojitá
v bode 0. Vyuºite pri tom vetu 14.4.1, pri£om zvo©te g(x) = 0 a h(x) = x2 pre
kaºdé x ∈ (−∞,∞).

8. Nech f(x) = x6 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia f je spojitá v bode
0.

9. Nech n je prirodzené £íslo a nech f(x) = x2n pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte,
ºe funkcia f je spojitá v bode 0.

10. Nech g(x) = 0 pre x ≤ 0 a nech g(x) = 0 pre x ≥ 0. Nech h(x) = 0 pre
x ≤ 0 a nech h(x) = x pre x ≥ 0. Alebo, nech g(x) = 1/2(x − |x|) a h(x) =
1/2(x+ |x|) pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcie g a h sú spojité v bode
0. Vyuºite získané tvrdenie v kombinácii s vetou 14.4.1 a dokáºte, ºe funkcia f ,
de�novaná predpisom f(x) = x2n+1 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞), je spojitá v 0.

11. Nech f(0) = 0 a nech f(x) = 1 −
√

|x|[1/
√
|x|] pre kaºdé x ̸= 0. Dokáºte, ºe

funkcia f je spojitá v bode 0. (Návod: Postupujte podobne ako v príklade 14.4.8.)
12. Nech f(0) = 1 a nech f(x) = (−1)[1/x] pre kaºdé x ̸= 0. Dokáºte, ºe funkcia f

nie je spojitá v bode 0. Na£rtnite jej graf.
13. Nech g(x) = f(−x) pre kaºdý taký bod x, ºe −x patrí do de�ni£ného oboru

funkcie f . Potom platí, ºe funkcia f je spojitá sprava v bode a vtedy a len vtedy,
ke¤ funkcia g je spojitá z©ava v bode −a. Funkcia f je spojitá z©ava v bode a
vtedy a len vtedy, ke¤ funkcia g je spojitá sprava v bode −a.

14.5 Alternatívne formulácie

Videli sme, aké jednoduché je v istých situáciách vyuºitie de�nície spojitosti. Av-
²ak táto de�nícia má tieº ur£ité nedostatky. Po prvé, pozostáva z nieko©kých £astí:
spojitos´ z©ava, spojitos´ sprava, monotónne funkcie a ¤al²ie funkcie. Po druhé
a ove©a dôleºitej²ie je, ºe zdanlivo závisí od ©avých a pravých okolí bodu, ktoré
vystúpujú v de�nícii spojitosti z©ava a spojitosti sprava. Keby tomu tak naozaj
bolo, hodnota pojmu spojitos´ by zna£ne klesla. De�níciu v tejto podobe by bolo
tieº ´aºké, £i priam nemoºné roz²íri´ na v²eobecnej²ie prípady, akým je naprí-
klad spojitos´ funkcií viacerých premenných. Odpove¤ou na uvedené nedostatky
je nasledujúce tvrdenie.

Veta 14.5.1. Funkcia f je v bode a spojitá z©ava vtedy a len vtedy, ke¤ ku kaº-
dému okoliu V funk£nej hodnoty f(a) existuje také ©avé okolie U bodu a, ºe platí
{f(x) : x ∈ U} ⊆ V .

Funkcia f je v bode a spojitá sprava vtedy a len vtedy, ke¤ ku kaºdému okoliu V
funk£nej hodnoty f(a) existuje také pravé okolie U bodu a, ºe {f(x) : x ∈ U} ⊆ V .


