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Príklad 14.5.6. Nech f(x) =
√
|x| pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Ukáºte, ºe funkcia f

je spojitá v bode 0.

Rie²enie: V tomto prípade nemôºno postupova´ ako v príkladoch 14.5.4 a 14.5.5,
pretoºe neexistuje také £íslo L, ºe |f(x)| ≤ L|x| pre kaºdé x v nejakom okolí
bodu 0. Napriek tomu, je v²ak vetu 14.5.4 moºné pouºi´.

Nech ε > 0 a nech δ = ε2. Potom δ > 0, a ak |x− 0| = |x| < δ, tak

|f(x)− f(0)| = |
√

|x| − 0| =
√
|x| <

√
δ = ε.

Pod©a vety 14.5.4 je teda funkcia f spojitá v bode 0. ♢

Cvi£enia · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©né £íslo x platí nerovnos´ |
√
1 + x2−

√
2| ≤ |x|. Pomocou

tejto nerovnosti dokáºte, ºe funkcia x 7→
√
1 + x2, x ∈ (−∞,∞), je spojitá

v bode 1.
2. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©né £ísla x a a platí |

√
1 + x2 −

√
1 + a2| ≤ |x − a|.

Pomocou tejto nerovnosti dokáºte, ºe funkcia x 7→
√
1 + x2, x ∈ (−∞,∞), je

spojitá v kaºdom bode a.
3. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©né £ísla x platí nerovnos´ |

√
1 + 4x2 −

√
5| ≤ 2|x − 1|.

Pomocou tejto nerovnosti dokáºte, ºe funkcia x 7→
√
1 + 4x2, x ∈ (−∞,∞), je

spojitá v bode 1.
4. Ukáºte, ºe funkcia x→

√
1 + 4x2, x ∈ (−∞,∞), je spojitá v kaºdom bode a.

5. Ukáºte, ºe neexistuje také £íslo L, ºe
√
|x| ≤ L|x| pre kaºdé x z nejakého okolia

bodu 0 (pozri príklad 14.5.6). (Návod: Ak g(x) =
√
|x|/|x| pre kaºdé x ̸= 0, tak

funkcia g nie je ohrani£ená na intervale (0, δ), ani na intervale (−δ, 0) pre ºiadne
δ > 0.)

6. Vo vetách tejto state nám záleºalo len na �malých� £íslach ε. Môºeme napríklad
ignorova´ £ísla vä£²ie ako 1. Na ukáºku dokáºte: Funkcia f je spojitá v bode a
vtedy a len vtedy, ke¤ pre kaºdé kladné £íslo ε ≤ 1 existuje také kladné £íslo δ,
ºe nerovnos´ (14.2) platí pre kaºdé x, sp¨¬ajúce nerovnos´ (14.3).

7. Podrobne pre²tudujte vetu 14.5.3. Potom ukáºte, ºe funkcia f je ohrani£ená na
intervale ⟨a,∞) vtedy a len vtedy, ke¤ existuje také ε > 0, ºe pre kaºdé δ > 0
a kaºdé x, sp¨¬ajúce nerovnosti a ≤ x < a+ δ, platí podmienka (14.2).
Uve¤te príklad takej funkcie f a bodu a, ºe funkcia f je ohrani£ená na inter-
vale ⟨a,∞), ale v bode a nie je spojitá sprava.

8. Nech f je funkcia a nech a je taký bod, ºe pre kaºdé ε > 0 a kaºdé δ > 0 existuje
také £íslo x, ºe a < x < a+ δ, pri£om je splnená podmienka (14.2). Rozhodnite,
£i je funkcia f s touto vlastnos´ou spojitá sprava v bode a. (Návod: Nech a = 0
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a nech f je taká funkcia, ºe f(n−1) = 1 pre kaºdé prirodzené £íslo n a f(x) = 0,
ak xn ̸= 1, pre kaºdé prirodzené £íslo n.)

9. Nech a je £íslo a nech f je funkcia. Predpokladajme, ºe pre kaºdé ε > 0, kaºdé
δ > 0 a kaºdé také x, ºe a ≤ x < a + δ, sú splnené nerovnosti (14.2). Ukáºte,
ºe f(x) = f(a) pre kaºdé x ≥ a.

10. Hovoríme (len v tejto úlohe), ºe funkcia f je v bode a roztopa²ná sprava, ak exis-
tuje také ε > 0, ºe pre kaºdé δ > 0 existuje také x ∈ ⟨a, a+ δ), ºe platí (14.2).

a) Nájdite takú funkciu f a £íslo a, ºe funkcia f je roztopa²ná sprava v bode a.

b) Nájdite takú funkciu f a £íslo a, ºe funkcia f nie je roztopa²ná sprava
v bode a.

c) Nájdite takú funkciu f a £íslo a, ºe funkcia f je roztopa²ná sprava v bode a,
ale nie je v bode a spojitá sprava.

d) Ukáºte, ºe ak je funkcia f v bode a spojitá sprava, potom je v bode a
roztopa²ná sprava.

11. Hovoríme (len v tejto úlohe), ºe funkcia f je v bode a rozjarená sprava, ak pre
kaºdé ε > 0 existuje také δ > 0 a x ∈ ⟨a, a+ δ), ºe platí (14.2).

a) Vyrie²te prvé tri problémy z prechádzajúcej úlohy pre funkcie, ktoré sú roz-
jarené sprava.

b) Dokáºte, ºe ak existuje také b > a, ºe f(b) > f(a), tak funkcia f je
rozjarená sprava v bode a.

12. Ktoré funkcie f a £ísla a majú tú vlastnos´, ºe existujú ε > 0, δ > 0 a zárove¬
x ∈ ⟨a, a+ δ), pre ktoré platí (14.2)?

13. V zmysle vety 14.5.3 povedzte, £o to znamená, ºe funkcia f nie je spojitá v bode a.
14. Vrá´te sa k príkladu 14.5.4. Vzorec δ = 4ε/3 nie je �posvätný�. Ak chceme ukáza´,

ºe funkcia f je spojitá v bode 1, pod©a vety 14.5.4 sta£í dokáza´, ºe pre kaºdé
ε > 0 existuje také δ > 0, ºe z nerovnosti (14.5) vyplýva (14.4). Ukázali sme, ºe
δ = 4ε/3 túto vlastnos´ má. Vyhovujúce £íslo δ v²ak môºe by´ aj va£²ie, napríklad
δ = 4(

√
2−1)ε. Dokáºte to. (Návod: Dokáºte, ºe |(1+x)/(1+x2)| ≤ 1/2(1+

√
2)

pre kaºdé x ∈ (−∞,∞).)

14.6 Spojitos´ a nerovnosti

Ak je funkcia f spojitá v bode a a sú£asne jej hodnota je vä£²ia neº nejaké £íslo k,
tak hodnoty funkcie f v kaºdom bode nejakého okolia a musia by´ tieº vä£²ie
neº k (pozri obrázok 14.17). Inak vyjadrené, ak sú body x ©ubovo©ne blízko k a,
pri£om platí f(x) ≤ k a sú£asne k < f(a), tak funkcia f nemôºe by´ spojitá
v bode a.


