
406 Spojitos´

Príklad 14.7.9. Ak je funkcia f , ktorá nadobúda iba nezáporné hodnoty, spojitá
(spojitá z©ava, spojitá sprava) v bode a, tak funkcia

√
f je tieº spojitá (z©ava

spojitá, sprava spojitá) v bode a. Zdôvodnite uvedené tvrdenie.

Rie²enie: Platnos´ tvrdenia vyplýva z vyjadrenia funkcie
√
f vo forme

√
f = g◦f ,

pri£om g(y) =
√
y pre kaºdé y ∈ ⟨0,∞), zo spojitosti funkcie g v kaºdom y > 0

a jej spojitosti sprava v 0, ako aj z vety 14.7.3. ♢

Príklad 14.7.10. Predpokladajme, ºe g je funkcia a b je bod. Nech je splnené
h(x) = g(b + x) pre kaºdé také x, ºe b + x patrí do de�ni£ného oboru funkcie g.
Dokáºte, ºe potom je g spojitá z©ava (spojitá sprava) v bode b práve vtedy, ke¤
funkcia h je spojitá z©ava (spojitá sprava) v nule.

Rie²enie: Dôkaz je rovnaký ako v rie²ení príkladu 14.7.4, iba namiesto vety 14.7.1
sa pouºije veta 14.7.3. ♢

Cvi£enia · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1. Nech h(x) = x4 v kaºdom bode x ∈ (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia h je spojitá
v kaºdom bode a ∈ (−∞,∞). (Návod: h = g ◦ f , pri£om g(y) = y2 pre kaºdé
y ∈ (−∞,∞) a f(x) = x2 pre kaºdé x ∈ (−∞,∞).)

2. Nech n je prirodzené £íslo a nech h(x) = x2
n
pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte,

ºe funkcia h je spojitá v kaºdom bode a ∈ (−∞,∞). (Návod: Pouºite matema-
tickú indukciu tak, ºe hlavný krok bude zaloºený na vyjadrený h = g ◦ f , pri£om
g(y) = y2 pre y ∈ (−∞,∞) a f(x) = x2

n−1
, x ∈ (−∞,∞).)

3. Nech β ̸= 0 a q sú £ísla, a nech h(x) = 1/(βx + q) pre kaºdé x ̸= −q/β.
Dokáºte, ºe funkcia h je spojitá v kaºdom bode a ̸= −q/β.

4. Nech h(x) = [1/x] pre kaºdé x ̸= 0. Nájdite v²etky body, v ktorých je funkcia h
spojitá sprava a v²etky body, v ktorých je spojitá z©ava.

5. Nech a, b, c sú £ísla. Nech f(x) = ax2+bx+c pre kaºdé x ∈ (−∞,∞). Dokáºte,
ºe funkcia f je spojitá v kaºdom bode intervalu (−∞,∞). (Návod: Funk£ný pred-
pis dopl¬te na ²tvorec a dvakrát pouºite vetu 14.7.1. Vyuºite spojitos´ lineárnych
funkcií a funkciu x 7→ x2, x ∈ (−∞,∞).)

6. Dokáºte, ºe lineárna lomená funkcia (pozri sta´ 5.6) je spojitá v kaºdom bode
svojho de�ni£ného oboru.

7. Podrobne dokáºte v²etky tvrdenia z príkladu 14.7.8. Osobitne, ºe funkcia f je
spojitá v 0, funkcia g je spojitá sprava v 0, a ºe funkcia h nie je v bode 0 ani
spojitá z©ava, ani spojitá sprava.
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8. Nech a ̸= 0 a b sú £ísla. Nech f(x) =
√
ax+ b pre kaºdé také x, ºe ax+ b ≥ 0.

Nájdite v²etky body, v ktorých je funkcia f spojitá, spojitá sprava a spojitá z©ava.
9. Nech funkcia f je spojitá (spojitá z©ava, spojitá sprava) v bode a a nech platí
h(x) =

√
1 + (f(x))2 pre kaºdé x z de�ni£ného oboru funkcie f . Dokáºte, ºe

funkcia h je spojitá (spojitá z©ava, spojitá sprava) v bode a. (Návod: Vyuºite
rie²enie druhej úlohy z cvi£ení state 14.5.)

14.8 Po£ítanie so spojitými funkciami

Veta 14.8.1. Ak f je funkcia spojitá (spojitá z©ava, spojitá sprava) v bode a a c je
£íslo, tak aj funkcia cf je spojitá (z©ava spojitá, sprava spojitá) v bode a.

Dôkaz. Nech g(y) = cy pre kaºdé y ∈ (−∞,∞). Pod©a príkladu 14.5.2 je funkcia g
spojitá v kaºdom bode, teda osobitne aj v b = f(a). Takºe pod©a vety 14.7.1
alebo vety 14.7.2 je funkcia cf = g ◦ f spojitá (spojitá z©ava, spojitá sprava)
v bode a.

Veta 14.8.2. Ak sú funkcie f a g spojité (spojité z©ava, spojité sprava) v bode a,
tak aj funkcia f + g je spojitá (z©ava spojitá, sprava spojitá) v bode a.

Dôkaz. Predpokladajme, ºe funkcie f a g sú spojité v bode a. Na dokázanie
spojitosti funkcie h = f + g v bode a pouºijeme vetu 14.5.2. Ukáºeme, ºe pre
kaºdé ε > 0 existuje také okolie U bodu a, ºe nerovnosti

h(a)− ε < h(x) < h(a) + ε (14.7)

platia pre kaºdé x ∈ U .
Teda, nech ε > 0. Potom je aj δ = 1

2ε kladné £íslo. Z vety 14.5.2 a spojitosti
funkcie f v bode a vyplýva, ºe existuje také okolie V bodu a, ºe

f(a)− δ < f(x) < f(a) + δ (14.8)

pre kaºdé x ∈ V . Z vety 14.5.1 a spojitosti funkcie g v bode a vyplýva, ºe existuje
také okolie W bodu a, ºe nerovnosti

g(a)− δ < g(x) < g(a) + δ (14.9)

platia pre kaºdé x ∈W . Nech U je takým okolím a, ºe U ⊂ V a zárove¬ U ⊂W ,
napríklad U = V ∩ W . Ak x ∈ U , tak x ∈ V a sú£asne x ∈ W , £iºe platia
nerovnosti (14.8) a (14.9). V dôsledku toho platí

f(a) + g(a)− 2δ < f(x) + g(x) < f(a) + g(a) + 2δ

pre kaºdé x ∈ U . Ke¤ºe h(a) = f(a) + g(a), h(x) = f(x) + g(x) a ε = 2δ,
nerovnosti (14.7) platia pre kaºdé x ∈ U .

Dôkaz pre funkcie spojité z©ava, resp. spojité sprava, je obdobný.


