
410 Spojitos´

Príklad 14.8.6. Dokáºte, ºe racionálna lomená funkcia je spojitá v kaºdom bode
svojho de�ni£ného oboru.

Rie²enie: Racionálna lomená funkcia je podielom dvoch polynómov. �iºe pod©a
príkladu 14.8.5 a vety 14.8.5 je spojitá v kaºdom bode, v ktorom je hodnota
polynómu v menovateli rôzna od nuly. A práve také body tvoria de�ni£ný obor
racionálnej lomenej funkcie. ♢

Príklad 14.8.7. Dokáºte, ºe existuje také £íslo x > 1, ºe platí

3x24 + x15 <
7

x12
− 2[x] . (14.10)

Rie²enie: Ak je nutné dokáza´, ºe existuje £íslo x > 1, pre ktoré je splnená nerov-
nos´ (14.10), malo by sta£i´ jedno takéto £íslo nájs´. Av²ak, ak sa o to pokúsime,
stretneme sa so zna£nými ´aºkos´ami. Dosadzovaním £ísel 2, 1, 5 a 1, 2 sa ukáºe
fakt, ºe ak h©adané £íslo x existuje, je ve©mi blízko k 1. Takýto spôsob h©adania
je v²ak únavný. Uvedieme jednoduch²iu metódu.

Nech
f(x) = 3x24 + x15 − 7

x12
+ 2[x]

pre kaºdé x ̸= 0. S vyuºitím tvrdení tejto state je jednoduché ukáza´, ºe funkcia f
je spojitá sprava v bode 1. Navy²e, f(1) = −1 < 0. Pod©a vety 14.6.1 existuje
také pravé okolie U = ⟨1, d), 1 < d, bodu 1, ºe f(x) < 0. Presnej²ie, f(x) < 0
práve vtedy, ke¤ platí (14.10). ♢

Cvi£enia · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1. Podrobne ukáºte, ºe funkcia f z príkladu 14.8.7 je v bode 1 spojitá sprava.
2. Dokáºte, ºe ak funkcia f je spojitá (spojitá sprava, spojitá z©ava) v bode a, tak

je taká aj funkcia x 7→ (3f(x)− 1)/(2f2(x) + 3).
3. Nech je funkcia f spojitá v bode a a nech f(a) > 0. Dokáºte, ºe funkcia x 7→
f(x)/(

√
f(x) + 1) je tieº spojitá v bode a. Dokáºte, ºe rovnako aj funkcia

x 7→ (|f(x)|+ x)/(
√
f(x) + x2 + 1) je spojitá v bode a.

4. Nech x je identická funkcia na (−∞,∞). Dokáºte, ºe funkcia(
3
√
x2 + x− 2x5

7x− 5
+ x

)4√
x

x2 − 4x

je spojitá v kaºdom bode svojho de�ni£ného oboru. Aká mnoºina je jej de�ni£ným
oborom?
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5. Dokáºte, ºe ak sú funkcie f a g spojité v bode a a platí g(a) < f(a), tak existuje
také okolie U bodu a, ºe platí g(x) < f(x) pre kaºdé x ∈ U . (Návod: Pouºite
vetu 14.6.1 a príklad 14.8.1.)

6. Vyslovte a dokáºte analógiu zadania predchádzajúcej úlohy pre funkcie spojité
z©ava a spojité sprava.

7. Dokáºte, ºe existuje kladné £íslo x, ktoré sp¨¬a nerovnos´

31
√
x+ 3(1 + x)73 − 2(1− x)15 < 2(1− x93).

8. Dokáºte, ºe existuje také £íslo d > 2, ºe kaºdé £íslo x ∈ ⟨2, d) sp¨¬a nerovnos´

120(x− 1)15 + 5(x− 2)12

41(x− 1)2 + x2 − x− 2
< 3.

9. Dokáºte tvrdenie z príkladu 14.8.1 priamo, bez pouºitia vety 14.8.1, a to napo-
dobnením dôkazu vety 14.8.2.

10. Dokáºte vetu 14.8.1 priamo, bez pouºitia vety 14.7.1.
11. Podrobne skon²truujte dôkaz vety 14.8.3 matematickou indukciou.
12. Nech funkcia f je spojitá v takom bode a, ºe f(a) = 0. Ak je funkcia g ohrani£ená

v nejakom okolí bodu a, tak je funkcia fg spojitá v bode a (bez oh©adu na to, £i
je v tomto bode spojitá funkcia g). Dokáºte!

13. Dokáºte analógiu zadania predchádzajúcej úlohy pre funkcie spojité z©ava a spo-
jité sprava.
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Veta 14.9.1. Nech f a g sú funkcie spojité (spojité z©ava, spojité sprava) v bode a.
Ak do kaºdého okolia (©avého okolia, pravého okolia) bodu a patrí taký bod x ̸= a,
ºe f(x) = g(x), tak f(a) = g(a). Osobitne, ak f(x) = g(x) pre kaºdé x ̸= a
z okolia (©avého okolia, pravého okolia) bodu a, tak tieº platí f(a) = g(a).

Dôkaz. Nech f a g sú funkcie spojité v bode a. Uvedené tvrdenie dokáºeme ob-
menou.

Ak f(a) ̸= g(a), uvaºujme o takom okolí V bodu f(a) a takom okolí W
bodu g(a), ºe V ∩W = ∅, t. j. V aW vo v²eobecnosti nemajú ºiadny spolo£ný bod.
Presnej²ie, predpokladáme, ºe také okolia V a W existujú. Pretoºe funkcia f je
spojitá v bode a, existuje také okolie U1 bodu a, ºe {f(x) : x ∈ U1} ⊂ V . Pretoºe
funkcia g je spojitá v bode a, existuje také okolie U2 bodu a, ºe {g(x) : x ∈ U2} ⊂
W . Nech U = U1 ∩ U2. Takºe U je okolím a. Potom platí {f(x) : x ∈ U} ⊂ V
preto, lebo U ⊂ U1, a {g(x) : x ∈ U} ⊂ W preto, lebo U ⊂ U2. Ke¤ºe V a W
nemajú vo v²eobecnosti ºiadny spolo£ný bod, f(x) ̸= g(x) pre kaºdé x ∈ U .


