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Príklad 15.2.4. Dokáºte, ºe neexistuje limita

lim
x→0+

(−1)[1/x] .

Rie²enie: Ak by predchádzajúca limita existovala, tak by bola takým £íslom k,
ºe funkcia F , de�novaná predpisom F (x) = (−1)[1/x] pre x ̸= 0 a F (0) = k, je
spojitá sprava v bode 0. Ukáºme, ºe takéto £íslo k neexistuje.

Aby sme dospeli k sporu, predpokladajme, ºe k je £íslo, v ktorom je vy²²ie
de�novaná funkcia F spojitá sprava v bode 0. Pretoºe V = (k − 1

2 , k + 1
2) je

okolím F (0) = k, existuje také pravé okolie U = ⟨0, δ), δ > 0 bodu 0, ºe platí
{F (x) : x ∈ U} ⊂ V . �iºe

k − 1

2
< (−1)[1/x] < k +

1

2

pre kaºdé také x, ºe 0 < x < δ.
Ak zvolíme prirodzené £íslo n > 1/2δ (existencia prirodzeného £ísla 1

n < 2δ
vyplýva z Archimedovej vlastnosti reálnych £ísel � pozri vetu 9.7.2) a x = 1/2n,
tak 0 < x < δ a (−1)[1/x] = 1. Takºe

k − 1

2
< 1 < k +

1

2
. (15.1)

Av²ak, ak zvolíme x = 1/(2n + 1), tak opä´ 0 < x < δ, ale (−1)[1/x] = −1.
Teda

k − 1

2
< −1 < k +

1

2
. (15.2)

Obe nerovnosti (15.1) a (15.2) nemôºu by´ sú£asne pravdivé, a preto sme
dospeli k sporu, £o znamená, ºe £íslo k s predpokladanými vlastnos´ami neexis-
tuje (pozri obrázok 15.2). ♢

Cvi£enia · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1. Vypo£ítajte

a) lim
x→0

x2−1
2x2−x−1

;

b) lim
x→1

x2−1
2x2−x−1

;

c) lim
x→1

x7−2x5+1
x2−3x+2

;



15.2 Výpo£et limít 425

-1 1

1

-1

Obr. 15.2

d) lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x ;

e) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

x ;

f) lim
x→0

√
1+x+x2−1

x ;

g) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x√

4+x−
√
4−x

;

h) lim
x→0

√
1+x+x2−1√
1+x−

√
1−x

;

i) lim
x→0

√
1+x−

√
1+x2

√
1−x2−

√
1−x

;

j) lim
x→2

√
2+x−

√
3x−2√

4x+1−
√
5x−1

;

k) lim
x→3

√
x+1−

√
2x−2

x−
√
2x+3

;

l) lim
x→0

3√x+1−1
x ;

m) lim
x→1

3√5x+3− 3√9−x
x−1 ;

n) lim
x→2

√
3x+3−

√
5x−1

2x−1− 3√14x−1
;

o) lim
x→2

x−2√
4+3x2−4

;

p) lim
x→0

√
x4+4−2
x3 ;

q) lim
x→4

√
x−2√

7+
√
x−3

;

r) lim
x→0

√
6+2x−

√
6+x2

√
3+4x−

√
3−x3

.

2. Vypo£ítajte
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a) lim
x→1+

∣∣∣x2+x−2
x−1

∣∣∣;
b) lim

x→1−

∣∣∣x2+x−2
x−1

∣∣∣;
c) lim

x→1+
x2+x−2
|x−1| ;

d) lim
x→1−

x2+x−2
|x−1| ;

e) lim
x→0+

x+[x]
2 ;

f) lim
x→0−

x+[x]
2 ;

g) lim
x→5+

(x− [x]);

h) lim
x→5−

(x− [x]);

i) lim
x→1+

x2+2x−3√
x2−2x+1

;

j) lim
x→1−

x2+2x−3√
x2−2x+1

;

k) lim
x→2+

√
x−1−1√

x3−4x2+4x
;

l) lim
x→2−

√
x−1−1√

x3−4x2+4x
.

3. Ak je n prirodzené £íslo, ur£te

a) lim
x→0

(1+x)n−(1+nx)
x2 ;

b) lim
x→1

n∑
j=1

xj

x−1 ;

c) lim
x→0

√
1+xn−

√
1−xn

xn ;

d) lim
x→1

xn−1
x−1 .

4. Pre reálne £íslo a vypo£ítajte

a) lim
x→a

√
x−

√
a

x−a ;

b) lim
x→a

√
1+x2−

√
1+a2

x−a ;

c) lim
x→a

x2−a2

x3−a2
;

d) lim
x→a

x4−a4

x3−a4
;

e) lim
x→a

x2−a2

x3−ax2 ;
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f) lim
x→a

3√x− 3√a
x2−a2

;

g) lim
x→a

( 1
2
a

x2−a2
− 1

x−a

)
.

5. Ukáºte, ºe neexistuje limita

a) lim
x→2

x2+3[x]+1
x+3 ;

b) lim
x→3

x2−9√
x3−6x2+9x

.

6. Nech

f(x) =
1

x− 3
−
[

1

x− 3

]
pre kaºdé x ̸= 3. Dokáºte, ºe funkcia f nemá v bode 3 limitu. Funkcia f nemá
v bode 3 ani limitu z©ava, ani limitu sprava.

15.3 Limity v nekone£ne

De�nícia limity je zaloºená na pojme spojitosti. Nie je náro£né uvies´ ju nanovo
vyhýbajúc sa zmienke o spojitých funkciách. Jednou z mnohých moºností je od-
vola´ sa nasledujúcu vetu.

Veta 15.3.1. �íslo k je limitou z©ava funkcie f v bode a práve vtedy, ke¤ ku
kaºdému okoliu V £ísla k existuje také £íslo c < a, ºe {f(x) : x ∈ (c, a)} ⊂ V .

�íslo k je limitou sprava funkcie f v bode a práve vtedy, ke¤ ku kaºdému okoliu
V £ísla k existuje také £íslo d > a, ºe {f(x) : x ∈ (a, d)} ⊂ V .

Dôkaz. �íslo k je limitou z©ava funkcie f v bode a práve vtedy, ke¤ funkcia F , pre
ktorú platí F (x) = f(x) pre kaºdé x ̸= a z de�ni£ného oboru funkcie f a F (a) = k,
je spojitá z©ava v bode a. To nastane práve vtedy, ke¤ ku kaºdému okoliu V £ísla k
existuje také ©avé okolie U = (c, a⟩, c < a, bodu a, ºe {F (x) : x ∈ (c, a⟩} ⊂ V .
Ke¤ºe F (a) = k ∈ V , vz´ah {F (x) : x ∈ (c, a⟩} ⊂ V platí práve vtedy, ke¤
{f(x) : x ∈ (c, a)} = {F (x) : x ∈ (c, a)} ⊂ V .

Podmienka pre limitu sprava sa dokáºe obdobne.

So zrete©om na vetu 15.3.1 je prirodzené uvies´ nasledujúcu de�níciu. Nech f
je funkcia de�novaná na vhodnom nekone£nom intervale.

�íslo k sa nazýva limitou funkcie f v ∞, ak ku kaºdému okoliu V £ísla k
existuje také £íslo c, ºe

{f(x) : x ∈ (c,∞)} ⊂ V .


