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Dôkaz. Predpokladajme, ºe platí (15.3). Nech V je ©ubovo©né okolie £ísla k. Potom
existuje také £íslo c, ºe {f(y) : y ∈ (c,∞)} ⊂ V . Pretoºe namiesto c je moºné
zvoli´ £íslo vä£²ie ako c, dá sa predpoklada´, ºe c je kladné. Nech d = c−1. Ak
0 < x < d a zárove¬ y ozna£uje x−1, tak c < y, a teda f(x−1) = f(y) ∈ V . �iºe
{f(x−1) : x ∈ (0, d)} ⊂ V . Pod©a vety 15.3.1 potom platí (15.4).

Predpokladajme, ºe platí (15.4). Nech V je ©ubovo©né okolie £ísla k. Pod©a
vety 15.3.1 existuje také £íslo d > 0, ºe {f(y−1) : y ∈ (0, d)} ⊂ V . Nech c = d−1.
Ak c < x a y ozna£uje x−1, tak 0 < y < d. Takºe f(x) = f(y−1) ∈ V . A teda
{f(x) : x ∈ (c,∞)} ⊂ V , £iºe pod©a de�nície je splnená podmienka (15.3).

Kon²trukcia dôkazu limity funkcie f v −∞ je analógiou predchádzajúceho
postupu.

Príklad 15.3.3. Pod©a vety 15.3.2 platí

lim
x→∞

x− 1

2x+ 3
= lim

x→0+

x−1 − 1

2x−1 + 3
= lim

x→0+

1− x

2 + 3x
=

1

2
. ♢

Príklad 15.3.4. Pod©a vety 15.3.2 platí

lim
x→−∞

x√
1 + x2

= lim
x→0−

x−1

√
1 + x−2

= lim
x→0−

−1√
x2 + 1

= −1 . ♢
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1. Vypo£ítajte

a) lim
x→∞

x2−1
2x2−x+2

;

b) lim
x→∞

(
√
x+ 1−

√
x);

c) lim
x→∞

√
x(
√
x+ 1−

√
x);

d) lim
x→−∞

√
1− x(

√
2− x−

√
1− x);

e) lim
x→∞

x3(
√
x2 +

√
x4 + 1− x

√
2);

f) lim
x→−∞

x(
√
x2 + 1−

√
x2 − 1).

2. Dokáºte, ºe neexistujú limity

lim
x→∞

(x− [x]) a lim
x→−∞

(x− [x]).
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3. Nech a > 0, b a c sú £ísla. Ur£te £ísla α a β, tak, aby

lim
x→∞

(
√
ax2 + 2bx+ c− αx− β) = 0.

Potom ukáºte, ºe

lim
x→∞

x(
√
ax2 + 2bx+ c− αx− β) =

ac− b2

2a
√
a
.

4. Dokáºte, ºe k = lim
x→a+

f(x) vtedy a len vtedy, ke¤ k = lim
x→∞

f(a+x−1). Podobne,

k = lim
x→a−

f(x) platí vtedy a len vtedy, ke¤ k = lim
x→∞

f(a+ x−1).

5. Dokáºte, ºe vz´ah k = lim
x→0

f(x) platí vtedy a len vtedy, ke¤ je splnené k =

= lim
x→∞

f(x−1) = lim
x→−∞

f(x−1).

6. Dokáºte, ºe vz´ah k = lim
x→0+

f(x) platí vtedy a len vtedy, ke¤ je splnené k =

= lim
x→−∞

f(x−2) = lim
x→∞

f(x2).

15.4 Limity a ohrani£enos´

Tvrdenia v tejto stati budú formulované len pre jednostranné limity. Na prvom
mieste preto, lebo sú dôleºité hlavne práve pre ne, na druhom kvôli tomu, ºe
vety dokázané pre jednostranné limity je moºné jednoducho roz²íri´ na tvrdenia
o (obojstranných) limitách.

Aby sme sa vyhli opakovaniu, limitu v ∞ budeme interpretova´ ako limitu
z©ava a limitu v −∞ ako limitu sprava. V istom zmysle je prirodzené to urobi´
práve takto. Vzh©adom k uvedenému bude písmeno a v dvoch nasledujúcich vetách
ozna£ova´ £íslo alebo −∞, písmeno b bude reprezentova´ £íslo alebo ∞.

Veta 15.4.1. Ak má funkcia f limitu sprava v bode a, tak existuje interval (a, c),
a < c, na ktorom je funkcia f ohrani£ená.

Ak má funkcia f limitu z©ava v bode b, tak existuje interval (d, b), d < b, na
ktorom je funkcia f ohrani£ená.

Dôkaz. Nech a je £íslo a nech funkcia f má limitu sprava v bode a rovnajúcu sa k.
Potom existuje taká funkcia F , ºe F (x) = f(x) pre kaºdé x ̸= a z de�ni£ného
oboru f a F (a) = k, spojitá sprava v bode a. Pod©a vety 14.5.2 existuje pravé
okolie U = ⟨a, c), a < c, bodu a, v ktorom je funkcia F ohrani£ená. Teda mnoºina
{F (x) : x ∈ ⟨a, c)} je ohrani£ená. V dôsledku toho je ohrani£ená aj mnoºina
{F (x) : x ∈ (a, c)} = {f(x) : x ∈ (a, c)}. To znamená, ºe funkcia f je ohrani£ená
na intervale (a, c).


